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Weder moet de redactie het geduld inroepen van 
inzenders. De hoeveelheid aanwezige copie blijft nog steeds 


groot. 


bamenstelling van Enkelvoudige rillingen 


DOOR 


J. W.N. LE HEUX, iste Luit. Inf., (Breda). 


(Vervolg van bladz. 208, Gen jaargang). 


_ Naar aanleiding van de Rhodoneën zij nog het volgende 
opgemerkt. 

De vraag, een kromme te vinden, die in vorm met een 
blad of bloem overeenkomt, heeft verschillende wiskun- 
digen bezig gehouden (zie Gino Loria, Ebene Kurven). 
enige jaren geleden heeft Bodo Habenicht getracht, een 
„Mathematische Begründung einer Morphologie der Blätter” 
te geven, waarin poolvergelijkingen van verschillende 
bladvormen worden opgesteld. (Wiskundig Tijdschrift, 
Jaargang 6, Afl. 1, bladz. 49.) De bijgevoegde tabellen met 
afbeeldingen zijn door den ingewikkelden vorm der ge- 
vonden uitdrukkingen moeilijk te controleeren en een 
eenigszins zuivere constructie is vrijwel ondoenlijk. Lijnen, 
die met bestaande bladvormen overeenkomen, kan men 
eenvoudiger krijgen door samenstelling van trillingen op 
de besproken wijze: zoo kan het blad van de populier 
| &=4sinp | 
|[y=3cospEsin2o | 
B. H. geeft (B—r cos p)°. (2 Jr cos p) == r° sin? (bladz. 16), de 
EE EE SD LD bier wijl BESSEN 
| y= $COsp | 


worden voorgesteld door ter wijl 


grasspriet door 


COS p 
sin? 
den vorm kan men krijgen, door de trillingsgetallen te ver- 
anderen. Slaagt men op deze wijze niet, dan is het wen- 
schelijk, van een getransformeerde ellips of parabool uit 
te gaan, d.w.z. men vervangt de coördinaten van die lijnen, 


uitgezet als abscissen van de kromme yP = x*(welke steeds 
te construeeren is door te stellen 


| e= cosPp —21P (cos pp + p cos (p —2)p + ee | 
| y= eos Up= 21 (cos gep g eos (q =p ve) | 


(1 — cos °°) (bladz. 20). Kleine wijzigingen in 
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door de bijbehoorende ordinaten, en voegt daarna zoo noo- 
dig meerdere trillingen toe. De vergelijking der getrans- 
Iv=Wacosp| . |r=Zacose | 
[y= bsine | | y =Zb cos? | 


formeerde lijn is dan 


waarin ” == 5 


In fig. XIII stelt de stippellijn 
de door vierkantsworteltrekking 
uit beide coördinaten getrans- 
formeerde cirkelomtrek voor; 
de streeppunt lijn is 


e= cosp + COS 2p | 


| / [y= sinp Hr Ge 
NSE Si her / getrokken lijn 
td Efe [e= cospJcos2e | 
a y= sind 3sin2p | 
Fig. XII. Merkt men op, dat van vele 


bladeren de zijnerven hoeken van + 45° maken met de 
hoofdnerf, dan kan men dit in teekening brengen door te 
eet On 
[y=vbsine | 
stelsel met ecoörd. hoek van 45°. Door de tweedemachts- 
worteltrekking verdwijnt het deel der oorspronkelijke 
kromme, dat in het 3de en 4de kwadrant ligt (omdat daar 
de ordinaat negatief is), doch wordt vervangen door het 
setransformeerde deel in het Iste en 2de kwadrant, omdat 
de evenmachtswortel het dubbele voorteeken heeft. De 
ontstane lijn is symmetrisch t.o.v. de X-as. Men kan, 
alvorens tot de transformatie over te gaan, de lijn ook 
eerst op een ander stelsel overbrengen, waardoor het bijna 
altijd mogelijk is, den gewenschten vorm te Krijgen. 
Heeft een te construeeren lijn twee assen van symme- 
trie, dan tracht men een kromme C te vinden, waarvan 
het deel, gelegen in ’t eerste kwadrant — ongeacht hoe de 
lijn er in de drie overige kwadranten uitziet, — eenigszins 
overeenkomt met het deel der te teekenen lijn in ’t eerste 
kwadrant. Men merke op, dat de vraag hier niet is, van 
een gegeven kromme de vergelijking te vinden, zooals o.a. 
besproken wordt in Beutel, Algebraische kurven, Samml. 
Göschen, maar een kromme te construeeren, die eenigszins 


construeeren de lijn op een scheefhoekig 


(i 


met een bepaalden bladvorm overeenkomt. Door uit de 
beide coördinaten van C dan de evenmachtswortels te ne- 
men, laat men het gedeelte in het 2de, 3de en 4de kwa-. 
drant verdwijnen, en tengevolge van de beide dubbele 
voorteekens der wortels, wordt dit vervangen door het 
spiegelbeeld van het getransformeerde deel in het eerste 
kwadrant t.o.v. beide coörd. assen. 

Door eene combinatie van scheefhoekige assenstelsels 
en transformatie door evenmachtsworteltrekking kan men 
figuren met een willekeurig aantal assen van symmetrie 
verkrijgen, waardoor het o.a. mogelijk wordt, eene regel- 
matige groepeering van gesloten krommen in een plat 
vlak te krijgen, welke krommen in punten kunnen overgaan. 


De translatie en rotatieformules worden voor de krommen 


[x= f (©) | 
Lm f. O)Afs (©) 
: ; Cfi (4 2 (@ ze 
De uitdrukking | RR El) | stelt bij constante 6 
en veranderlijke © voor, dat een punt op zeker assenstel- 
sel, waarvan de oorsprong op een tweede evenwijdig 
stelsel tot coördinaten heeft #=f, (6), y=F, (9), de lijn 


[e= fs (P) | 


doorloopt. De coördinaten van het punt in 
[y=F, (©) | Ì P 


van bijzondere beteekenis. 


de opvolgende standen zijn dan gegeven to.v. het tweede 

stelsel. | 
Neemt men echter 6 veranderlijk en gelijk aan np, waar- 

in ” gebroken kan zijn, dan doorloopt de oorsprong van 


het eerste stelsel een baan Bfr (NP) | ter wijl teeelijker- 
| y= F (np) | ien 


| @=fs(@) | 

| y= EF, (@) | 

het eerste stelsel blijven daarbij evenwijdig aan zichzelf. 
In ’t algemeen stelt de lijn 

| a=f, WP) Hfr Wa) Hf WP) Eb WP) | 
9E (9) Es (qeP) He B (O1) HE (0,P) | 


op een stelsel A de baan voor van een pùnt, dat op een 
met A evenwijdig stelsel B de lijn 


tijd het punt de kromme volgt. De assen van 
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La=f iP) + fa M2P) Hef On 1 | 
y= Es (PHF 1D 
doorloopt, terwijl tevens de oorsprong van B de kromme 

[e= Ann?) | 7 
| | t.o.v. stelsel A volgt. Voor de lijn 
„En (4,9) | 
Le=fi(p1P) + flD2P) Hb PnP) | ed 

e eene 
pF) HEE ln? | S 
dergelijke redeneering enz. tot men als baan op het laatste 


ard: [a =fi(P1P) | 
coördinatenstelsel de kromme Poa vindt. 

Door de volgorde te veranderen, vindt men aldus, dat 
uit de samenstelling van „ trillingen langs de X-as en 
n langs de Y-as een lijn ontstaat, die op n(n —1)n! ver- 
schillende wijzen kan verkregen worden. Zoo is 
|[w=—sin 2p J COS op | 


/ t td 
\y= cos 2 +4 cos w | de baan van een punt, dat de 


rechte lijn | A 5 | doorloopt, terwijl de oorsprong den 

cirkel | A Peen je | beschrijft of omgekeerd, maar ook 
| =cos op | 

de baan van een punt, dat de parabool ir cho volgt, 

terwijl de oorsprong de virtueele parabool Ke 

\y= cos p| 


doorloopt of omgekeerd. De verhouding der snelheden 
vindt men uit de trillingsgetallen. Bij de epi- en hypocy- 
cloïdale beweging beschouwt men een vast punt op een 
rollenden cirkel, d.w.z. een cirkel, die aan eene translatie 
en rotatie tegelijk deelneemt. Vervangt men de rotatie 
door eene beweging van het punt langs den omtrek in 
tegengestelden zin, dan leidt dit tot hetzelfde resultaat, 
d.w.z. de baan kan worden voorgesteld door 

[x=a cos pp Hb Cos go | 

[y=a sin pp Jbsin ge | 
waarin de snelheden zich verhouden als (a+ 5):b. Op ge- 


lijke wijze vindt men voor de eycloïde | e=acosg—ag | 
| y=asingp | 


5) 


Is het aantal trillingen langs een der assen oneven, dan 
kan men door splitsing een aantal nieuwe constructies af- 


== 2p sin 2p | 
|[y=q cos 2 r cos | 


|e&=(p-a) sin 2 + (p —a) sin 2 | Er 
Olne q cos 2p + rcosp |’ 


blijkt, dat ze op twee nieuwe wijzen kan ontstaan. 


leiden. De lijn wordt bijv. ge- 


schreven 


| e= fl) | 


Wanneer men de lijn over een constanten 
| y= Fo) | 
hoek 4 om den oorsprong laat draaien, wordt hare verge- 
e=—=fle) cos 4 — F(p) sin 9 À ak 
| y= fe) sin 04 Fo) cos é | (I). Neemt men hierin 
6 veranderlijk en gelijk aan »p, waarin n gebroken kan 
zijn, dan stelt (I) de baan voor van een punt, dat de lijn 


|= fe) | 


| y=F(0) | met eene snelheid 1 doorloopt, terwijl deze lijn 


lijking : 


tegelijkertijd in ‘t vlak van teekening om haar oorsprong 


draait met eene snelheid ». Zij Re hed | dan kan 
[y= F(p)=sinp | 

deze lijn opgevat worden als de projectie van een cirkel, 
gelegen in een vlak, loodrecht op dat van teekening, daar 
uit de constructie blijkt, dat ze door de punten, die haar 
bepalen, in dezelfde reden wordt verdeeld, als bijv. de 
lijn e—=sin p en deze laatste lijn een cirkel voorstelt, om 
de X-as 90° in de ruimte gedraaid. Door toepassing der 
rotatieformules met veranderlijken hoek vindt men dus de 
projectie van een kromme, gelegen op een bol, welke door 
draaiing van een cirkel om een middellijn, in den oor- 
sprong loodrecht op het vlak van teekening, ontstaat. Deze 
BROISHENIS voor n—=bD: 

b2g= sin 6p — sin 4w COS bp — Cos Áo | 
|2y —=sin 6p—sin 4p — cos Op + cos Aw | 
| 2e = (eos Ip — COS 22) | 
|[2y =\V?2(sin 3p — sin 20) | 
gedraaid over een hoek van 45°. Deze lijn is een gesloten 
spiraal. 

Keert men de verhouding der snelheden om, en beweegt 


t geen volgens 


’t voorgaande voorstelt de lijn 
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zich het punt dus vijf maal zoo snel als de lijn (de cirkel), 
dus n=}, dan vindt men de projectie, door inplaats van 
—COS 2p te nemen +cos 2, ’t geen geeft een rozet met 
vijf bladen. Ook de rotatieformules geven de vergelijkingen 
der epi- en hypocyeloïden, door ze nl. toe te passen op 
Herirkel kom 01C0S Pj 

il b sin op |" 

De krommen, welke de baan voorstellen van een punt, 
dat een figuur van Lissajous doorloopt, terwijl deze figuur 
zelf met standvastige hoeksnelheid om een punt in haar 
vlak draait, kunnen mechanisch beschreven worden door 
een toestel, dat genoemd wordt in de Comptes Rendus t. 180 
pag. 1616. Terwijl de schrijfstift een figuur van Lissajous 
trekt, draait het vlak van teekening rond, hetzij om het 
snijpunt der trillingsrichtingen, hetzij om een willekeurig 
punt daarbuiten. Van de aldus ontstane krommen worden 
een vijftiental afgebeeld — het toestel zelf wordt Campy- 
lograaf genoemd „qui permet de tracer toutes les courbes 
analogues à celles de Lissajous et de plus toutes celles, 
qui résultent de la eombinaison de trois mouvements.” 

Fig. XIV komt in vorm overeen met de baan van een 


cos 2o | 


punt, dat de parabool Bn | doorloopt, terwijl deze 


| y —= cos 40 


lijn met een snelheid @ om den oorsprong draait. Ze is 
geconstrueerd uit de verg. 


| « = cos 3p J sin 3e — sin Dp + COS 0 | 
| y =sin 3p + cos3p + cos Dp— sin p | 


Wanneer de straal OA —= r van den 

cirkel van fig. XV op de middellijn A/A 

geprojecteerd wordt, is de lengte der 

projectie = fr, Wordt ze geprojecteen 

en op de middellijn BB, die met A/A een 
hoek e; maakt, dan is de lengte der projectie =r Cos@y, 
wordt ze geprojecteerd op (C/C, dan is de projectie 
r cos p‚. Als dus OA in denzelfden stand blijft, en de 
middellijn vanuit den stand A/A met eenparige hoeksnel- 
heid in de richting van ’t pijltje om O draait, kan de 
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projectie van AO op de draaiende middellijn worden voor- 
gesteld door r eos p, waarin p veranderlijk is. 

Keeren we nu den stand van zaken 
om en blijve dus de middellijn A/’A 
op haar plaats, terwijl OA met dezelfde 
eenparige hoeksnelheid als daareven, 
doch thans in tegengestelde richting, 
om O draait, dan zal de projectie van 
de draaiende straal op de vaste mid- 

Fier XV. dellijn eveneens zijn # cos p, waarin p 
veranderlijk. | 

Nemen we nu A/A als X-as, 0 als oorsprong, dan zal 
de absecis van ’t punt A, dat zich met eenparige snelheid 
langs den cirkelomtrek beweegt, gegeven zijn door #=—=r 
cos p, waarin p veranderlijk. 

Zij in fig. XV OD de Y as. Stellen wij ons voor, dat op 
de lijn EF // A/A en =2r een punt zich zoodanig beweegt, 
dat de abscis gegeven is door #=rcosp, dan zal de be- 
weging van dat punt op ’t stelsel AOD voorgesteld wor- 
den dOr PCOS, Y=T. 

Wanneer door A/A een vlak wordt gebracht, dat met ’% 
vlak van teekening een hoek p, ' maakt, dan zal de projectie 
van EF op dat vlak evengroot zijn als de lijn zelf. De abscis 
van ’t zich op EF bewegende punt zal dus gegeven blijven 
door @ =rcosp. De ordinaat echter wordt r cos, '. 

stellen wij ons voor, dat het door A’A gebrachte vlak be- 
weeglijk is en om die lijn met standvastige hoeksnelheid rond- 
draait, dan zal de projectie van OD op dat vlak gegeven 
zijn door r cos @'‚, waarin @' veranderlijk. Omgekeerd: 
zij het vlak, waarop geprojecteerd wordt, onveranderlijk 
(vlak van teekening) en de lijn EF beweeglijk, zóó, dat ze 
met standvastige hoeksnelheid in tegengestelde richting 
als daareven, om de lijn A/A draait, en daarbij steeds van 
deze lijn verwijderd blijft op eene afstand #, terwijl ze 
evenwijdig aan zichzelf blijft, dan zal elk punt van EF 
een cirkel beschrijven, en de projectie van zoo’n punt op 
‘t vlak van teekening is gegeven door y =rcosp', waarin 
o' veranderlijk. Het punt, dat zich op EF bewoog, zal, als 
EF zelf op de bovenomschreven wijze om A/A draait, een 
kromme beschrijven, en de projectie dier kromme op ’% 
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vlak van teekening is gegeven door « = r cos p‚, y =r COS p]. 

Oppervlakkig zou men geneigd zijn te meenen, dat de 
bedoelde kromme gelegen is op een cylindermantel, daar 
EF een rechte lijn schijnt. Een dergelijke redeneering als 
boven kan men echter ook houden, uitgaande van de lijn 
FH. Het punt op FH wordt gegeven door y=recosp! en 
deze lijn draait om DK, zoodat men nu de projectie zou 
krijgen van een kromme, gelegen op een cylindermantel, 
welks beschrijvende lijnen // FH zijn, welke projectie even- 
eens wordt voorgesteld door @= cos p, y= r COS p|. 

Dezelfde kromme kan echter niet op beide eylinder- 
mantels tegelijk liggen — de lijnen EF en FH zijn cirkels, 
wier vlakken loodrecht op dat van teekening staan en 
blijven staan, als de middellijnen EF en FH de genoemde 
cylinders beschrijven. 

Door deze beschouwing is men in staat de ruimtekrommen, 
waarvan de figuren van Lissajous slechts de projecties 
zijn, op een stelsel van drie (onderling loodrechte) assen 
voor te stellen. Zij in fig. XV N een punt der kromme 
| x= cos(pp a) | 
| y= cos(qp + B) | 
de baan is van een punt, dat zich op FH beweegt volgens 
de formule y = eos(qe +2), terwijl FH zelf draait om DK 
met een snelheid, die zich verhoudt tot die van het punt 
als p:q, daarbij evenwijdig aan zichzelf blijvend en op 
een afstand OA van DK. De abscis OP is dan eigenlijk 
de projectie van eene lijn SN (cirkel A/A neergeslagen in 
’t vlak van teekening) zoodat het punt, waarvan P de 
projectie is, zich op een afstand NP == sin (pp + a) vóór (of 
achter) het vlak van teekening bevindt. Althans, dit zou 
zoo zijn, als FH een rechte lijn was. Vatten we FH óok 
op als de projectie van een cirkel, dan is de ordinaat AQ, 
eigenlijk de projectie van eene lijn PN, zoodat het punt, 
waarvan Q, de projectie is, zich op eene afstand NS —= 
sin(get£) vóór of achter het vlak van teekening bevindt. 
Het punt N ligt nu, wat abscis betreft, op eene afstand 
d- sin (pp J «), wat ordinaat betreft, op eene afstand 
dt sin(qp 2) vóór het vlak van teekening. Men heeft dus 

| ZL + [sin (pp Ha) + sin (qp + 2)]. 
(Wordt vervolgd.) 


en stellen we ons voor, dat deze kromme 
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Vit de Theorie der Algebraïsche Vergelijkingen 


DOOR 


K. BES (Tilburg). 


(Vervolg van blz. 248, Gen jaargang.) 


S 136. Laat ons, alvorens uit het theorema van Sturm 
eenige gevolgen te trekken, het verhandelde in de vorige 
paragraaf toepassen op een eenvoudig voorbeeld. Daartoe 
wordt genomen de vierdemachtsvergelijking (71), die reeds 
in 8 78 tot voorbeeld gediend heeft. 

Uit de coëfficienten dezer vergelijking stelt men de 
volgende assemblanten op: 

444 345 245 Us 


voork=3 
Msn Ors ade Ad. ’ 


4a, 3a, 2as a, 
ek a, 2a3 da, 4a; 
voor k=4, Aa, 3ay.2as as | 
ude Barda: 
dd, 3dr 205 a, 
(49 Zas da, 4a; 
4a, dd, 243 dy 
a, Zas das Aa; 
4a, 3a, 2d, a, 
a, 2a3 8d, Aa; 


voork= 5, 


waaruit de Sturm’sche functiën als volgt worden gevonden : 
X Zar da,rt +a,r? Har dads , 
Aa, 5 + 3a,n® + Za; Ja, s 
it En al SA ® H SAn,s) LR 
tA, L L 4A, y ) 
EBA 
De laatste Sturm’sche functie stelt den discriminant der 
vergelijking voor. Is deze gelijk aan nul, dan heeft de 
vergelijking gelijke wortels. Deze kunnen, op de wijze als 
in S 78 vermeld is, door middel van de Sturm'sche func- 
tiën gemakkelijk bepaald worden. 


ed 


< eksls 


eN 


KRUIN 
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S 137. Bij de toepassing van het theorema van Sturm wordt 
gewoonlijk verondersteld, dat de te onderzoeken vergelijking 
geen gelijke wortels heeft, of daarvan te voren bevrijd is. 

In dit geval hebben de Sturm’sche functiën de volgende 
eigenschappen : 

1. De laatste functie is een constant getal, dat van nul 
verschilt ; 

2: Twee opeenvolgende functiën kunnen niet nul worden 
voor dezelfde reëele waarde der onbekende x; 

3. Wordt voor eene zekere reëele waarde van @ =a de 
eerste functie nul, dan vertoonen de twee eerste functiën 
voor # =a«—ò eene variatie en voor & =a + d eene perma- 
nentie, als ò eene oneindig kleine reëele waarde voorstelt; 

4. Wordt een der tusschenliggende functiën nul voor 
eene reëele waarde der onbekende, dan verkrijgen de voor- 
gaande en de volgende functie voor deze waarde der on- 
bekende verschillend teeken. 

Uit deze eigenschappen vloeit het theorema van Sturm 
onmiddellijk voort: 

Vertoont de rij der Sturm'sche functiën voor eene reëele waarde 
n=a der onbekende een zeker aantal variatiën en voor eene 
andere reëele waarde @—= fB een ander aantal variatiën, dan 
wijst het verschil in variatiën juist aan, hoeveel reëele wortels 
de vergelijking tusschen « en ( heeft. 

Substitueert men in de rij der Sturm’sche funtiën voor 
xv achtereenvolgens — oo en + oo, dan wijst het verschil 
in variatiën het geheele aantal reëele wortels aan, die aan 
de vergelijking voldoen. 

In onze leerboeken der hoogere algebra wordt aange- 
toond, dat het theorema van Sturm geldig blijft in het geval, 
waarin de vergelijking gelijke wortels heeft, echter met 
dien verstande, dat iedere meervoudige wortel slechts 
eenmaal wordt aangewezen. 

Substitueert men in de rij der Sturm’sche fuctiën x — + oo, 
dan nemen alle functiën het teeken aan van den coëfficient 
van den eersten term. Substitueert men daarentegen 
L == —0, dan nemen de functiën van even graad het teeken 
aan van den coëöfficient van den eersten term, die van 
oneven graad het tegengestelde teeken van dien coëöfficient. 
Het gevolg hiervan is, dat, als er geen Sturm’sche functiën 
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ontbreken, het aantal variatiën, dat voorkomt in derij der 
coöfficienten van de eerste termen der Sturm’sche functiën 
juist aanwijst het aantal paren imaginaire wortels, die aan 
de vergelijking voldoen, Is dit aantal p, dan zijn er n—?2p 
reöele en 2p imaginaire wortels. 

In de leerboeken wordt nog de opmerking gemaakt, 
dat de vergelijking een grooter aantal paren imaginaire 
wortels heeft dan er variatiën voorkomen in de rij van 
coëfficienten der eerste termen van de Sturm’sche functiën 
in het geval, waarin Sturm’sche functiën ontbreken, zonder 
dat daaromtrent in nadere bijzonderheden wordt getreden. 

S 138. De coëfficienten van de twee eerste Sturm’sche 
functiën vormen altijd eene permanentie; deze zijn nl. 
a, en na,. Bij het bepalen van het geheele aantal imagi- 
naire wortels kan men dus de functie X weglaten. 

Vormt men nu de volgende determinanten en stelt die, 


ter verkorting, door T,, T., T,, …T, voor, dan heeft men: 
105 —=NnA, ) 
De na, (n—1) Uz 
I= a; 2a; 
na, (n—l)a, (n—2)a; (n—3)a, 
D= ds Be 3d: 4 a; Eg Gl 
der na, (n—l)as (n—Z2)a; 
ds 243 Sa, 
enz. 
De laatste term van deze rij: 
na, (n—l)as (n—Z)a;, ……... a, 
ds 20: 9 ds NAH 
HO nil )Og ecasnse Za a, 
ds Rn ER n—la, NAH 
5 na, Is OR CL a, 
nT ds na, 4 n—lja, NAH 


ONE OS IK DOE EO OS Dn OO 0e PNG 


Ben et bt we MEEO TAO 6e Ve dk 0 Wetre en arne d 


‚ (n—l)a, (n—2)a; (n—3)a,. . ad 


24; 2D 4a,. 


(208) 
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is de discriminant der vergelijking. 
Door middel van de ingevoerde notatie worden de eerste 
termen der Sturm’sche functiën voorgesteld door T,, — Ts, 


Nrs, CIZ, ee dn 


Het aantal variatiën, dat voorkomt in de volledige rij 
van de eerste termen der Sturm’sche functiën stemt dus 
overeen met het aantal permanentiën, dat voorkomt in de 
rijder determinanten TD, Lensen, Tie 


Om te bepalen hoeveel reëele en imaginaire wortels eene 
hoogere-machtvergelijking in het geheel heeft, behoeft men 
dus slechts de determinanten (207) te berekenen en na te 
gaan, hoeveel permanentiën de volledige rij dezer deter- 
minanten oplevert. 

$ 139. Het kan gebeuren, dat in de determinantenrij 
(207) termen ontbreken. De eerste term is nooit nul, en in 
geval de vergelijking geen gelijke wortels heeft, is ook de 
laatste term van nul verschillend. 

Wordt een der tusschenliggende termen gelijk aan nul, 
dan moet dit steeds gebeuren tusschen twee termen met 
verschillend teeken. Dit volgt onmiddellijk uit de vierde 
eigenschap der Sturm’sche functiën, vermeld in $137. Ont- 
breekt in de determinantenrij (207) een term, dan ontbreekt 
er ook een Sturm’sche functie. Men kan dus zeggen, dat deze 
nul wordt voor alle waarden van «,dus ook voor @ = + 0. 
Door substitutie van de waarde # == + oo nemen de Sturmsche 
functiën de teekens aan der eerste termen. Vóór en na den 
term, die nul wordt, verkrijgt men dus ook in de determi- 
nantenrij (207) twee termen met verschillend teeken. 

Worden in de determinantenrij (207) twee opeenvolgende 
termen nul, dan kan dit gebeuren tusschen twee termen 
met gelijk teeken of tusschen twee termen met verschil- 
lend teeken. Dit vereischt geen nader bewijs. 

Worden in de determinantenrij (207) drie opeenvolgende 
termen nul, dan moet dit steeds gebeuren tusschen twee 
termen met hetzelfde teeken. De reden hiervan is, dat 
men de tweede nul alleen vervangen kan door een getal, 
dat het tegengestelde teeken heeft van den term, die de 
nullen voorafgaat. De term, die na de nullen komt, moet 
weer het tegengestelde teeken hebben van het getal, dat 


Lr 


de tweede nul vervangt. Het gevolg hiervan is, dat de 
term, die op de nullen volgt, hetzelfde teeken heeft als 
die, welke de nullen voorafgaat. 

Uit het voorgaande verkrijgt men nu de volgende uit- 
komsten : 

1. Worden in de determinantenrij (207) een oneven aan- 
tal opeenvolgende termen nul, dan hebben de voorgaande 
en de volgende term verschillend teeken, in geval dit 
aantal 1, 5, 9, enz. of in het algemeen 4k +1 bedraagt en 
hetzelfde teeken in geval dit aantal 3, 7, 11, enz. of in het 
algemeen 4k —1 beloopt. 

2. Worden in de determinantenrij (201) een even aantal 
opeenvolgende termen nul, dan kan dit geschieden zoowel 
tusschen twee termen met hetzelfde als tusschen twee 
termen met verschillend teeken. 


S 140. Om te bepalen, hoeveel paren imaginaire wortels 
eene vergelijking heeft, moet men nagaan, hoeveel perma- 
nentiën de volledige determinantenrij (207) oplevert. 

Dit geeft aanleiding tot de volgende stellingen*), die, 
na hetgeen reeds is medegedeeld, geen verdere toelichting 
behoeven: 


Ll. Vormt men uit de coëfficienten eener hoogere-machtsver- 
gelijking de navolgende determinantenrij: 


T, =Zna, ; 
nee na, (n—l)a, 
Ï, ci As 2 as } 
na, (n—l)a, (n—2)a; (n—3)a, 
D= a, ri 8 da Ads 
BER na, (n—l)a; (n—2)as à 
a, Zels Dd 


enz. 


*) Ik heb deze stellingen voor het eerst medegedeeld in eene Weten- 
schappelijke Vergadering van het Wiskundig Genootschap te Amsterdam 
op den sten Februari 1900. Toen heb ik ze afgeleid uit het theorema 
van Borchardt door determinantenherleiding. De eenvoudige afleiding, 
die in dit opstel is gevolgd, was mij toen nog niet in alle bijzonderheden 
bekend. Onigekeerd kan nu het theorema van Borchardt worden afgeleid 
uit de eerste stelling van $ 140. 

Wiskundig Tijdschrift, 7e Jaargang. 2 


[| 


na, (n—l)a, (n—Z)as .… 2a_4 a, 
ds en 50 (Da, NO 
na (n—l)as ee 39 Za a 


ds Dn n—2)a, PT (n—la, NAH 


na; (n—l)a, (n—2)az.. a 


û5 Zus OEE NA H1 


dan is het aantal paren imaginaire wortels, die aan de verge- 
lijking voldoen, juist gelijk aan het aantal permanentiën van 


teekens, dat voorkomt tn de TUT AL DA in geval 
in deze rij geen der termen nul wordt. 
2. Worden in de determinantenrij T,, F5, Tis «-. D, 


4k + 1 opeenvolgende termen nul (hetgeen alleen geschieden kan 
tusschen twee termen met verschillend teeken), dan worden daar- 
door 2k + 1 paren imaginaire wortels aangewezen. 


3. Worden in de determinantenrij T, To, Tian Es 


4k + 8 opeenvolgende termen nul (hetgeen alleen geschieden kan 
tusschen twee termen met gelijk teeken), dan worden daardoor 
2k + 2 paren imaginaire wortels aangewezen. 


4, Worden in de determinantenrij T,, Ta Ta Jin 


4k opeenvolgende termen nul, tusschen twee termen met ver- 
schillend teeken, dan worden daardoor 2k paren imaginaire 
wortels aangewezen. 

5. Worden in de determinantenrij T, Ts, Ts... TD 


dk opeenvolgende termen nul, tusschen twee termen met gelijk 
teeken, dan worden daardoor 2k + 1 paren imaginaire wortels 
aangewezen. 


6. Worden in de determinantenrij T,, To, Ta... B 3 


Ak H- 2 opeenvolgende termen nul tusschen twee termen met 
verschillend teeken, dan worden daardoor 2k + 2 paren imagi- 
naire wortels aangewezen. 


ie Worden in de determinantenrd TT, Tan Zen 


Nn. 


is 


Ak +2 opeenvolgende termen nul, tusschen twee termen met 
gelijk teeken, dan worden daardoor 2k + 1 paren imaginaire 
wortels aangewezen. 

Door toepassing van deze stellingen wordt het geheele 
aantal reëele en imaginaire wortels eener hoogere-machts- 
vergelijking met volstrekte zekerheid bekend. In ieder 
voorkomend geval behoeft men slechts na te gaan, hoeveel 
permanentiën de volledige determinantenrij (207) oplevert. 

S 141. Ter toepassing van de stellingen, in de vorige 
paragraaf vermeld, kunnen de volgende voorbeelden dienen: 

L. 4 — But 6x? + 10x? — 5 H- 1 =0. 

Men vindt: 


Ï,=+ 20, 
20 — 32 
Er Den 
20E den leaf 20 
—8 12 30 —20 
ne 20 —32 18| 530880, 
Ee ee LA 1180 


T', = + 25600 Xx 18888, 
T'; = + 32000 Xx 818611. 

Daar de determinantenrij twee permanentiën oplevert, 
zoo heeft de voorgestelde vergelijking vier imaginaire 
wortels en één reëelen wortel. 

IL. Tet — 43 — 4x? — 84 =0 

Men vindt: 

B Zon Aid 4258 TX 132 

Deze vergelijking heeft alzoo twee imaginaire en twee 
reëele wortels, daar de determinantenrij één permanentie 
oplevert. 

III. #? — Det + 103 + 6u? — 8 H- 4 —= 0. 

Men vindt: 
ie bs 0 Te 2408 TH 1600 45801. 

T's; = + 32000 Xx 818611. 

De determinantenrij heeft één permanentie en één term, 
die nul is. Maakt men de rij volledig, dan krijgt men 
deze opeenvolgende teekens: 

En 

Er zijn dus twee permanentiën. De vergelijking heeft 

alzoo vier imaginaire wortels en één reëelen wortel, 
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IV. #5 — bt + 101% — 10? 4 6x — 12 = 0. 
Men vindt: 
T;=-5, T, =0, T; =0, T, == 8000, T ; ST OOOD EN 
De determinantenrij heeft twee termen, die nul zijn. 
Maakt men de rij volledig, dan verkrijgt men de volgende 


teekens : 
Lt 


Er zijn twee permanentiën. De vergelijking heeft dus 
vier imaginaire wortels en één reëelen wortel. 

In ieder voorkomend geval moet men op de aangegeven 
wijze te werk gaan, om het aantal imaginaire en reëele 
wortels der vergelijking te vinden. 

S 142, Alvorens te eindigen, mag nog iets gezegd worden 
over het geval van gelijke wortels, dat in $ 78 reeds in 
beknopten vorm behandeld is. 

In dit geval worden in de determinantenrij (207) een of 
meer der laatste termen nul. Door de permanentiën, die 
deze rij vertoont, worden de gelijke wortels slechts een- 
maal aangewezen. Men moet dus nog onderzoeken, hoe- 
veel maal ieder der gelijke wortels in de vergelijking 
voorkomt. 

Heeft de vergelijking -(88) een zekeren wortel # St 
k-maal, dan hebben de vergelijkingen, die men verkrijgt 
door de vormen vermeld in (201) gelijk aan nul te stellen 
(de afgeleide vergelijkingen), k—l maal dien wortel en niet 
meermalen. Hieruit volgt, dat in dit geval in de deter- 
minantenrij (207) de k—1l laatste termen nul worden. Deze 
zijn nl. determinanten ontleend aan de opeenvolgende 
assemblanten, waaruit de coëfficienten worden verkregen 
voor de vergelijkingen, die de gemeenschappelijke wortels 
der afgeleide vergelijkingen leveren (zie $ 78). 

Uit het nul worden van de k—l laatste termen der de- 
terminantenrij (207) kan men echter niet besluiten, dat de 
hoogere-machtsvergelijking k gelijke wortels heeft, maar 
wel, dat de afgeleide vergelijkingen k—l gemeenschappe- 
lijke wortels hebben, waarbij niet uitgemaakt is, of deze 
wortels aan elkaar gelijk zijn of niet. 

Op dezelfde wijze komt men tot de volgende, meer al- 
gemeene stellingen : 

Als eene hoogere-machtsvergelijking k, maal een zekeren wor- 
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tel @ =a bevat, k, maal een wortel @ = fB, k, maal een wortel 
2 =y, dan worden in de determinantenrij T,, Ts, Ts ...T 


de k, Jk, Jk; —ò laatste termen nul. 
Worden in de determinantenrij TT, T., Ts... li, dek, + 


n 


k, Ak; — 8 laatste termen nul, dan hebben de afgeleide verge- 
lijkingen k, Jk, 4 k3z —& gemeenschappelijke wortels, maar 
men kan hieruit niet onmiddellijk zien, hoeveel gelijke wortels 
de hoogere-machtsvergeliĳjking heeft. 

S 143. De voorgaande beschouwingen voeren nog tot 
een belangrijk resultaat, Men kan nl. onmiddellijk de 
vergelijking opstellen, die tot wortels heeft de wortels van 
de oorspronkelijke vergelijking, maar elke wortel eenmaal 
minder. 

Heeft dus de oorspronkelijke vergelijking den wortel 
ga k‚-maal, den wortel & =@ k,-maal, enz, dan heeft 
de nieuwe vergelijking den wortel # =a k, — 1 maal, den 
wortel #=—=@ k,—l maal, terwijl de wortels, die in de 
oorspronkelijke vergelijking slechts eenmaal voorkomen, 
bij de nieuwe vergelijking ontbreken. 

De bedoelde vergelijking is blijkbaar geen andere dan 
de vergelijking, die de gemeenschappelijke wortels levert 
der afgeleide vergelijkingen. Hare coëfficienten worden 
verkregen uit den assemblant, waartoe de laatste term 
van de determinantenrij (207) behoort, welke niet nul wordt. 

Deze opmerkingen verschaffen het middel het onderzoek 
naar de wortels eener hoogere-machtsvergelijking, die dub- 
bele of meervoudige wortels heeft, terug te brengen tot 
dat van vergelijkingen, die alleen ongelijke wortels hebben. 
Stelt men de hoogere-machtsvergelijking (88) voor door 
X==0en de vergelijking, die elken wortel dezer verge- 
lijking eenmaal minder bevat, door Y=0, dan heeft de 
vergelijking : | 

X 

mn Ee aen (200) 
uitsluitend ongelijke wortels en wel, alle wortels, die in 
de oorspronkelijke vergelijking één- of meermalen voor- 
komen. 

Past men het zelfde toe op de vergelijking Y =0, en 
stelt men de vergelijking, die alle wortels dezer verge- 
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eenmaal minder bevat, door 4==0 voor, dan heeft de ver- 
gelijking 


Ae 
z=0. nn 


uitsluitend ongelijke wortels en wel, alle wortels, die in 
de oorspronkelijke vergelijking twee- of meermalen voor- 
komen. 

Deelt men de vergelijking (209) door (210), dan verkrijgt 
men de vergelijking, die alleen tot wortels heeft die wor- 
tels, welke in de oorspronkelijke vergelijking eenmaal 
voorkomen. 

Op dezelfde wijze kan men de vergelijking afleiden, die 
tot wortels heeft de wortels, die in de oorspronkelijke 
vergelijking tweemaal voorkomen, enz. 

S 144. Ter toepassing van het vermelde omtrent de 
gelijke wortels dienen de volgende voorbeelden : 

LL mert rt d1=0. 

Men vindt: 

T,=6, T, =—12, T, = + 384, Tyr 30804 en 

De vergelijking, die elken wortel eenmaal minder heeft, is 

56864 1? — 56864 = 0 of 2? —1= 

Daar deze vergelijking geen gelijke wortels heeft, zoo 
bevat zij alle wortels, die in de oorspronkelijke vergelijking 
tweemaal voorkomen, terwijl de vergelijking : 

6 4 2 
LD EEN 
n° —1 
al de wortels bevat (ieder slechts eenmaal), die in de 


oorspronkelijke vergelijking één of meermalen voorkomen. 

Eindelijk bevat de vergelijking: 

DET =0of et 10 

de wortels, die in de oorspronkelijke vergelijking slechts 
eenmaal voorkomen. 

De ele vergelijking heeft dus den wortel «== 
J-1 tweemaal, # =—l tweemaal, # = J-4 eenmaal en # 

=d eenmaal. 

Het aantal permanentiën, dat de determinantenrij T,, 
Ts, Ts... EF, vertoont, is hiermede in overeenstemming. 


HI. #° 45 — Aat — 23 +5? dar —2==0. 
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Men vindt 

Nn OD lg rela 0 ier =O =0 

De vergelijking, die elken wortel eenmaal minder heeft, is 

1296 #3 — 1296 #? — 1296 # + 1296 =O of 
nr rt tl=0. 

De vergelijking, die de verschillende wortels der oor- 
spronkelijke vergelijking slechts eenmaal bevat, is 

ged p5 — Art — 23 HD? 1e of 
LS — Lt —aeHI 
3-2? an 2=0. 
Vervolgens bepaalt men voor de vergelijking: 
LSR =0 
de determinantenrij: 
T,=+8, T,=-—8, T; =0, 
waaruit blijkt, dat er twee gelijke wortels in voorkomen. 
De vergelijking, die elken wortel eenmaal minder heeft is : 
—8r J8=0 of # —1 =0, 
zoodat deze vergelijking de wortels bevat, die in de oor- 
spronkelijke vergelijking driemaal voorkomen. 

De vergelijking, die de wortels bevat, die in de oor- 
spronkelijke vergelijking twee of meermalen voorkomen 
(elke wortel slechts eenmaal), is: 

Dn de Te0 
e—l 
zoodat de vergelijking : 
EO of tid 
de wortels bevat (elke wortel slechts eenmaal), die in de 
oorspronkelijke vergelijking tweemaal voorkomen. 
Eindelijk bevat de vergelijking: 
3 2 J 
ed 
de wortels, die in de oorspronkelijke vergelijking slechts 
eenmaal voorkomen. 
De voorgestelde vergelijking heeft dus den wortel «& =1 


driemaal, den wortel #=—l tweemaal en den wortel 
L=—? eenmaal. Zij heeft alleen reëele wortels; de de- 
BORE ARLGDEIS De LT % ln vertoont dan ook uit- 


sluitend variatiën. 
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VRAAGSTUKKEN. 


1. Men vraagt den aard der wortels te bepalen van de 
volgende vergelijkingen : 
125 — 6x* + 104% — 104? +5 —1=0, 
125 — Apt 4103 — 100? Hb — 10, 
gtt xm? +10, 
125 —Dpt + 1043 — 10° HD — 1 =0, 
e. at — 6? H- 8 +1 == 0, 
f, pt — 13 14? lr 1=0. 
9, Te bepalen, hoeveel reëele en hoeveel imaginaire 
wortels de volgende vergelijkingen hebben: 
a. Art 4-83 HA? +4 —1=0, 
b. #5 —br* J- 104% — 102? +4 — 12 =0, 
Cc. _ 5 —baet +100? — 10° + 5x —12 =0. 
3. De volgende vergelijkingen te onderzoeken en de 
gelijke wortels te bepalen: 
a. 3 — mt 23 — 2? Ha l=0, 
b. tat data? n—l=0, 
G. wd 28 HSB Jr =p IH Zp 
d. #5 —b? dbx d-2=0. 
4, Onderzoek de vergelijking 
e° — ba ax J-4b =0 
voor de verschillende waarden, die a en b kunnen hebben. 
5. Voor verschillende waarden van q de vergelijking : 
PD De 
te onderzoeken. . 
6. Onderzoek de vergelijking : 


It — brt J 35 Br? — Da 4-20. 


as SR 


HOE DS TelekKe Xt 
Het Theorema van Borchardt. 


S 145. Het theorema van Borchardt luidt: 

Laten de sommen van de gelijknamige machten der wortels 
van de hoogere-machtsvergelijking met reëele coëfficienten : 
ANO TE rg rm ‚Ja non 


achtereenvolgens worden voorgesteld door Ss, Ss, 85, … ‚Sj 


2 


waarbij Ss, de som van de k-de machten der wortels beteekent, 


dan heeft de vergelijking zooveel paren imaginaire wortels als 
er varatiën van teekens voorkomen in de determinantenrij : 


So Si S se s 83 8 s s 
L 2 9 3 4 oj ree, 
kh: Si S3 83 84 nl 
s ) ie Js, e Sz . 5 
Eng PPPN $3 $4 S5 86 S-2 
4 
DELE Ad a EO Eea PEET 
Sl Sn EE edn bed 


Dit theorema kan worden afgeleid uit de eerste stelling 
van 8 140. 

Laat ons daartoe de determinanten van de rij van Bor- 
Bhardt voorstellen door $S,, Ss, Ss, - On ter onderschei- 


vande determinanten TT T.,.: Ts die in 


het vorige hoofdstuk tot onderzoek der vergelijking ge- 
diend hebben. Tusschen de twee determinantenrijen be- 
staat van af den tweeden term de volgende betrekking: 


Ee ii! ne? En 
Men heeft namelijk : 

T, — U, Di ’ 

L,=—4a,? SS, , 

T,=dnaif Ss, 

en eN nne eel (211). 

—l n—-?2 Ane 
en 8, 


S 146. Ten einde de juistheid der vergelijkingen (211) 
te bewijzen, wordt uitgegaan van de identiteit *): 


Mel 1 1 1 
vn Ee en (212), 
waarin «,, >, «3, ..- 4, de » wortels der vergelijking 


*) Deze ident teit wordt bewezen òf door de breuk in het eerste lid in 
gedeeltelijke brcuken te splitscn, òf door logarithmisch differentieeren, òf 
op andere wijze. 
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f(x) = 0 voorstellen. Door uitvoering der deelingen, die 
in het tweede lid voorkomen, en vermenigvuldiging van 
beide leden met f(x), verkrijgt men hieruit de identieke 
vergelijking : 

DOC Jroen (213), 
waaruit door gelijkstelling der coëfficienten van de gelijk- 


namige machten van «x in beide leden de volgende betrek- 
kingen voortvloeien : 


(n—l) 
(n—2) 
(n—3) 


= , kj . 


Ay Ai 8 J d2 So 
Ag = di S2 HAz Si + d3 So 
A, =d S3 +42 S3 A3 Sj FH U4 So 


24, Te gt dz S, _3 43 Ee an +4, 1 5 
Ú, Elen A En agen +4, 50 ’ 
0 — A8, dz S, 1 43 Spot HA %0 
0 == Sip tT % Sn en Sp? Te GEN f 

Vervangt men hierin s, door n, dan gaan deze vergelij- 
kingen over in de volgende, die bekend zijn onder den 
naam van formules van Newton : 

45) ed En Si ’ 

ZOE enh eed LOR » 

Sa, rd SBA rrd Ì ) 
nn Grit 

rel nn U Sn Ag Sn kre ) ed 4 

ee Ten ed Ann 

Q Dr onpas A en bnp 

S 147. Door substitutie der waarden (214) en (215) in de 

ien levels 2 Hel verkrijgt men de vol- 


gende herleidingen : 


) (214). 


) (215). 
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T _| 24, (n—l)a;, HEN Ui 50 Ai Sitz So Ee So Ui Sitz So wers 
e° Tren St 01 S2—-Äs 8, El Sr Ar 82-43 8, 
RAR ERICO AD 
1 Ss > er il > JR ) 
na, (n—l)a, (n—2)a, (n—3)a, 
ke na, (n—la; (n—2)as 
ds 2 as OE: 
4150 ALS, A38) Aj S3 HA28{ H4330 A83 H-A382 A38 0450 
z mn CS —U4S5 —U2$S, —û, $3 —U5$95 —A3$8 —d Ss —_ 4983 —U3$5 —A4S, 
das ais, +438, di 82 14381 +438) 
—U1S1 —U 83 —U5$; —û41$3 —d385 —4381 
So US 1428, A, Sz Haas, Jaz so A, 33 H Az Sa F3 8, + A4 So 
x S, U, Sa tds, A, 83 HA28 JAz8, A1 S4 HA 33 HA3 92 H A4 8, 
B Ui Sz A, S, + 42 So A, S3 Hz Si A3 So 
di Si Ui Sa + A2 Sy A S3 A A2 S2 HA3 Si 
So Si O1 Sad d28r A, S3 Ho S2 H 03 Su 
SO, | Si S2 41 Ss 1 A82 Ai Sa Hr A2 S3 H A3 2 Ef 
le So U,S, J- 4230 Ui Sz das, HA3so | 
On sie Sr de Bat Ùass 038, 
So Si Sa U, Ss TH U2 Sz [So Si S1 $3 So 
8 Sn Ss 55 Ur S- J- da Si Si $2 S3 S4 S, Sa S3 S4 
A 3 ; =d! 4 mn Chi 5 
So Si Ar 82 + dz 5, So S, Sz So S1 S) 
BRS U Ss ir 3 82 Ere 8 So 45 
| So Si So 
—=na,* |Si 52 S3)s 
Ek na, (n—l)a, (n—-2)as (n—3)a, (n—4)as (n—b)as 
8 db Za; da, Aa; Das Ga, 
T Ee na, Wil) ds (Al), az ln, (nas | 
An 203 JE 4a; Das Te 
na; (nl) a, (n—d)as (n—3)a, 
ds 20 ni Aas 


So S, S3 S3 S4 S5 So 
S{ 83 Sa S4 85 Sa S{ 82 S3 84 S5 Se 
En, SOEST 8 7 dE 8) En 
SIS Ss EL Ss S\ 82 83 S4 Ss 
SOVS Ss So S1 82 83 
Si Sa 83 Sj St Sa 83 S4 
So Si Sz $3 
TN de enz. 
2 SE 4D 


Evenzoo vindt men door substitutie in (208) en herlei- 
ding als boven: 


So $ 1 S Ied bt 26) amel Dn . , Son 3 
5 | Sg $3 © eze RT Si Sn . . Son 
S (0) S Í . . En A) On . . Sont 


Sr GNS S Ss ROE 
Die nd Nl Nn es 


lms == 
L > E ‘ : 2 > en 
n 50 PEEP Sn—5 
y Ss 5 
50 8, PE 
Ss Ss Ss . et 
1 2 3 5 
So 
DS in s Ae 
SLS dae Er Ene nt 
50 
S, S 9 . Gr) er hk S, . … S9n—8 
ig nl) So 28 
) Ui $, . Ld Ss 9) Ss . . 5 ET 
NB ne | 2n— ft 
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90 Ss, S5 sn d rd! 
S, S) Sz 5 
6 MS 
En Ees In 2,2 1) 83 Ss S4 ME Sel 
Sl èn onl S2n—2 


S 148. Door beschouwing van de formules (211) blijkt, 
dat de reeks 5,, Ss, 53, .. « S, evenveel variatiën bevat 


alsmtesreeks. DaT ee En permanentiën. 


Het aantal paren imaginaire wortels der hoogere-machts- 
vergelijking stemt dus overeen met het aantal variatiën 
van de determantenrij S,, Ss, Ss, ... 9 ke Hiermede is het 


theorema van Borchardt bewezen. 


S 149. Voor de practische toepassing is het theorema 
van Borchardt bij lange na niet zoo geschikt als de eerste 
stelling van $ 140. Men zou eerst de sommen van de ge- 
lijknamige machten der wortels uit de vergelijkingen (215) 
moeten berekenen, tot die der 2n—2de machten, toe, en 


daarna de waarden der determinanten S,, Ss, Ss, ... On 


moeten bepalen. 

Past men de stelling van $ 140 toe, dan vervalt de be- 
rekening der sommen van de gelijknamige machten der 
wortels, terwijl bovendien de eigenaardige samenstelling 
der determinanten T,, T,, T,,.. al meebrengt, dat deze 


vrij gemakkelijk berekend kunnen worden. 

Borchardt heeft zijn theorema afgeleid uit een nog 
minder eenvoudig theorema van Sylvester. Zie Serret, 
Cours d’ Algèbre Supérieure 1, 4e ed, pag. 517. Een ander 
bewijs geeft Laurent in zijn Traité d’ Algèbre III, 5e ed, 
pag. 195. 
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VRAAGSTUKKEN. 


|. Als in de determinantenrij van Borchardt een der 
termen nul wordt, hebben de voorgaande en de volgende 
term verschillend teeken. 

Men vraagt dit te bewijzen door middel van de eigen- 
schappen der symmetrische determinanten. 


2. Door determinanten-herleiding te onderzoeken, wat 
er gebeuren zal, als in de determinantenrij van Borchardt 
twee opeenvolgende termen nul worden. 


3. Als in de determinantenrij van Borchardt drie op- 
eenvolgende termen nul worden, hebben de voorgaande 
en de volgende term hetzelfde teeken. 

Men vraagt dit te bewijzen door herleiding van deter- 
minanten. 


NASCHRIFT, 
behoorende bij Hoofdstuk V. 


In Hoofdstuk V zijn een paar misstellingen ingeslopen, 
die verbetering behoeven. 

Vooreerst gelieve de lezer de twee laatste alinea's van 
8S 83 als volgt te vervangen: 


Zij (verg. 91) is in het algemeen ten opzichte van 2 van 
den n(n—ljden graad, daar het product van de elementen 
der hoofddiagonaal van den determinant, die het eerste 
lid dezer vergelijking uitmaakt, een term vormt, die tot 
den n(n—l)den graad behoort; er zijn echter meer termen 
van dezen graad. 

De vergelijking (97) kan dus van lageren graad worden, 
als al de termen van den hoogsten graad te zamen een 
enkelen term vormen, waarvan de coëfficient nul is. 

Beschouwen we vooreerst het geval, waarin de verge- 
lijking (97) werkelijk van den n(n—l)len graad is. In deze _ 
vergelijking komen de oneven machten van z niet voor, 
zoodat zij in dit geval beschouwd kan worden als eene 
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vergelijking in z° van den graad fn(n—l) met reëele 
coëfficienten. 


In de volgende paragraaf ($ 84) behooren een paar on- 
juiste zinsneden door betere vervangen te worden. 
Vooreerst sub 2, regel 7—11 door de volgende: 


De twee vergelijkingen (95), die in dit geval reëele 
coëfficienten hebben, leveren (volgens S 74) een of meer 
waarden voor y, die bij de gevonden waarde van z? be- 
hooren. Is de waarde van y reëel, dan is de waarde van 
L=y(l +2), die aan de vergelijking (88) voldoet, reëel 
of imaginair, naar gelang de waarde van z? negatief of 
positief is. Is de waarde van y niet reëel, dan is ook x 
niet reëel. 

Vervolgens vervange men sub 4 de woorden „terwijl de 
„tweede vergelijking (95), die van oneven graad is, ook 
„voor y eene reëele of complexe waarde levert” door: 


terwijl de twee vergelijkingen (95), volgens S 74, de bij- 
behoorende waarde voor y leveren. 


Eindelijk late men den laatsten zin van deze paragraaf 
weg en vulle hoofstuk V als volgt aan: 


S 84*. Beschouwen we nu het geval, dat de graad van 
de vergelijking (97) lager wordt dan ”(n—l). Dit zal het 
geval zijn als òf de term van den hoogsten graad òf de 
term van den laagsten graad nul wordt. De laatste om- 
standigheid kan zich niet voordoen, omdat dan z=0 aan 
vergelijking (97) zou voldoen, hetgeen verondersteld wordt 
niet het geval te zijn. We behoeven dus alleen het nul 
worden van den term van den hoogsten graad na te gaan. 

Daartoe make men de vergelijking (97) homogeen door 
in plaats van #=y(l + zi) te stellen # == y (u + vf). 


(, 
Men vervange dus y door uy en z door z waardoor de 
vergelijkingen (95) overgaan in de volgende: 


| 


ke 
a, er) eri) AE aj (12e) y 
2 


n—? 
+(—) 2 | ges 
nt RA ene ta, wy Ha, =0, 
An KEO ien €) A oe OE SE 
n=? 


Hi) 2 (Her P Jur 
se rn ml aen Gi An zj 
| Nn 


EAS 


De vergelijking (91) gaat nu over in eene homogene 


vergelijking in v en u. 


Wordt in deze vergelijking de term van den hoogsten 
graad in wv gelijk aan nul, dan wordt aan de vergelijking 


(97) voldaan door u = 0. 


Aan de vergelijkingen (95*) moet in dit geval ook vol- 
daan worden door w —= 0. Door invoering van deze waarde 


gaan gezegde vergelijkingen over in: 


a, oi)" Ha, (ey Stas). Har =O, 
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Ae and z= 
ds yi) + d4 (vyi) ER H a, = (0, 


Zal dus de vergelijking (97) graadverlaging ondergaan, 
dan moet aan de twee vergelijkingen : 


da Ean a TE Ee a JJ a, 0 


voldaan kunnen worden door een gemeenschappelijken 
wortel. 

Daar de vergelijking (88) ook als volgt geschreven kan 
worden : 


Dede A ds mn HE vale 
ide (a, ara, AE ne == 


zoo blijkt hieruit, dat deze wortel ook voldoet aan de 
vergelijking (88). 

Dus, ook in het geval, waarin de vergelijking (97) van lage- 
ren graad wordt dan n(n—l), heeft de voorgestelde hoogere- 
machtsvergelijking een reëelen of complexven wortel. 


Of nu door deze toevoeging het bewijs, dat ik voor de 
hoofdeigenschap der algebra heb trachten te leveren, vol- 
maakt geworden is, ik kan er zelf niet aan gelooven. 
Veeleer komt het mij voor, dat er nog iets aan hapert. 

Het kan nl. gebeuren, dat aan dezelfde waarde van z? 
meerdere waarden van y beantwoorden. Deze worden, 
volgens $ 74, gevonden door oplossing eener vergelijking 
van hoogeren graad dan den eersten. 

Men zou dus kunnen zeggen „men redeneert hier in een 
cirkeltje rond”, want, om tot het bewijs te komen, dat 
iedere hoogere-machtsvergelijking ten minste één wortel 
heeft, kan het noodig zijn weder eene hoogere-machtsver- 
gelijking op te lossen. Deze is echter van lageren graad 
dan de voorgestelde vergelijking, want de vergelijkingen 
(95) kunnen toch nooit meer dan n—l gemeenschappelijke 
wortels hebben. 

Wiskundig Tijdschrift, 7e Jaargang. 3) 
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Als einddoel van het voergedragen bewijs moet men 
dus stellen graadverlaging. 

Houdt men dit in het oog, dan kan men zeggen, dat het 
bewijs werkelijk geleverd is. 


Hiermede neem ik afscheid van den lezer. Aanvankelijk 
had ik het plan nog meerdere onderwerpen in beschouwing 
te nemen. Zoo ligt in ontwerp gereed een hoofdstuk over 
Invarianten en Covarianten, maar de omvang, dien de 
uitwerking van dit onderwerp begint aan te nemen, heeft 
mij, in verband met de grenzen aan den inhoud van het 
Wiskundig Tijdschrift gesteld, doen besluiten dit stuk in 
portefeuille te houden. 6 

Alvorens te eindigen, acht ik het mijn plicht een woord 
van dank te zeggen aan Dr. F, Schuh, hoogleeraar te Gro- 
ningen, voor de belangstelling, waarmede hij mijn geschrijf 
gevolgd heeft, en voor de welwillende wijze, waarop hij 
mij gewezen heeft op de gebreken, die hoofdstuk V aan- 
kleefden. De inhoud van het Naschrift is dan ook groo- 
tendeels ontleend aan de door hem gemaakte opmerkingen. 


bewijzigde melhode fer hepaling vaa de nelijke wortels 
ener hoogere machtsvergelijking 


DOOR 


Dr. A. D. v. pn. HARST (den Haag). 


Hoe eenvoudig de zaak ook is, toch schijnt het mij niet 
ongeschikt docenten attent te maken op eene vrij belang- 
rijke vereenvoudiging van de gewoonlijk (zie Lobatto $ 122 
en $ 125) gevoigde methode voor het bepalen van meer-_ 
voudige wortels eener hoogere machtsvergelijking. 

Nadat de grootste gem. deeler D, van F(x) en F!(x) is 
bepaald, handelt men met D, op dezelfde manier als met 
F(x), d. w. z. men bepaalt den ggd. D, van D, en haar 
afgeleide, enz. In plaats hiervan zou ik willen voorstellen 
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den ged. van D, en V, 7 te bepalen; noemt men 
1 
dezen ggd. V,, dan bepaalt men verder het quotient D, 


en en handelt met V, en D, op dezelfde wijze als met 
2 


V, en D,, enz. 


Zij b.v. F(o)=P, P$? P,3..….P 


Mm 


[zie voor de beteekenis van de grootheden P $ 122 van 
Lobatto] 


dan is: D, =P, P‚?……P,7Ì dus V‚ =P, P, PP, 
Voor den ggd. V, van D, en V,‚ vindt men dus: 
Vo =Ps Po. Pp dus Do = Yi =P PIT? V‚ de 
2 


mm ) 


ggd. van V, en D, wordt dus: V;=P;...P,, en EE 
3 
DD Sp enz. ; door achtereenvolgende dee- 


ling van de grootheden V vindt men de verschillende P’s. 
Men schrijve deze grootheden in deze volgorde: F, V‚, D,, 
Vs, Do, Vs, Ds, enz; elke V (behalve V,) wordt verkregen 
door den ggd. te bepalen van de voorafgaande V en D, 
elke D (behalve D,) door de beide voorafgaande groothe- 
den D en V op elkaar te deelen; aldus: 


jn 
ee Dt P‚ | 
DRA Pek | my 
VDD 5 | 
Diertecbn. AEN | P‚= vr 
ve T \ 
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Dat de gewoonlijk gevolgde methode in de uitvoering 
zooveel meer arbeid vereischt, vindt hierin zijn oorzaak, 
dat de afgeleide functies behalve de factoren P nog andere 
factoren bevatten, die aan de wortels van de vergelijking 
geheel vreemd zijn. Het ware dan ook te wenschen, dat 
de grootheid D, (de ggd. van F(e) en F'(x)) op andere 
wijze b.v. door eerst V, te bepalen, kon gevonden worden, 
doch dit is mij niet bekend. Ter toelichting van de voor- 
gestelde handelwijze geven wij eene korte uiteenzetting 
van een paar voorbeelden. 


Eerste voorbeeld. 


Fla)=wl ops Hat Hat 15543130 
502 —4a—8. 
V‚=rt br? J-4 | 
D= aA HAS tba 2 | Pride 
Vomar? at? | 


D= a? rl P,=a? 
Vs=r?—l 


dus Fe) = (aa) (al) (21). 


Opmerking. Men had reeds bij D, kunnen eindigen, om- 
dat D; in V; deelbaar is; immers, daar de grootheden V 
de factoren P slechts tot de Ze macht bevatten, kan D, 
slechts één factor P hebben, dus is D, =P, en moet V;= 


Dab SAUS Wa zijn. Bij nauwkeurig werken zijnde 
3 


deelingen spoedig uitgevoerd; den eersten en laatsten 
term van het quotiënt vindt men terstond, doch ook de 
tusschengelegen termen zijn spoedig gevonden, terwijl 
contrôle niet ontbreekt. 


Tweede voorbeeld. 


P(a)=4a 1645-250723 HA 05 HO 11e 
15? H3aH. 
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V, =20 4? +1. | 

D, — Zat HT? 4 Dot H 6 HAP Zal litt 

Wem kat elennet | | 

D, =&° +3? 4 3 + 1 | Piepel 

NeeL 

Ds = a? 4 2 +1 | Pe 

V‚=ar-l p= tl 
4 

D, =a-1 ed B end 


dus F(x) — (2x? — a 4-1)? (a +15. 


Opmerking. Men had niet bij D, of D; mogen afbreken; 
wel is V, in D, en V, in D, deelbaar, doch niet omge- 
Beerden Vr en Dit Vo. 


Kort na het schrijven van bovenstaand artikeltje is het 
mij gelukt den gr. gem. deeler D, van de functies F(x) 
en F’(«) op andere wijze en wel met behulp van de groot- 
heid V,‚ te bepalen. Wij onderstellen daarbij, dat F(x) = 0 
geen wortels 0 heeft, hetgeen aan de algemeenheid niets 
afdoet, daar eventueele gelijke wortels 0 terstond kunnen 
worden bepaald. De gedachtengang, die tot de oplossing 
heeft geleid, is de volgende: 

LE hat rd er en meergenoemde beteekenis, en 


eer Ee de afgeleide functies van deze 
voor, dan is 


Le 
Tra £ n 
Psp 2 kene P 


F(x) 
F(x) 
reeks naar de opklimmende machten van x, waarvan de 
coëfficienten, zooals bekend is, de sommen van gelijkna- 
mige negatieve machten van de wortels voorstellen, dan zal 
de betrekkingsschaal worden aangegeven door de coëffi- 


cienten, welke in de vergelijking P, P,...P, of V‚,=0 


voorkomen. Omgekeerd, als het ons gelukt de betrekkings- 


Ontwikkelt men dus — - in eene wederkeerige 
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schaal te vinden, die het verband tusschen de coëfficienten 
der reeks uitdrukt, dan is daarmede tevens de functie V, 
bepaald. Met het oog op de uitvoering kunnen wij hieraan 
nog toevoegen, dat hetzelfde voor de ontwikkeling van 
ET naar de opklimmende machten van z = 1 geldt, 
doch de volgorde van de elementen in de betrekkingsschaal 
is juist tegengesteld aan de vorige. Hiermede echter gaat 
samen, dat ook de volgorde van de indices in de sommen 
So Si 82... van de positieve machten der wortels tegen- 
gesteld is aan die in s;, 8-, ... dat dus, wanneer deze 
sommen in dezelfde volgorde worden genomen, ook de 
volgorde der elementen in de betrekkingsschaal dezelfde is. 
Verder is gemakkelijk te bewijzen, dat bovenvermeld 
verband niet: alleen voor de sfoepen s sr 


S_3 « …… afzonderlijk geldt, doch ook voor beide groepen 
te zamen, derhalve voor de onafgebroken rij 
8-5 Sao SAS ES 
waarin de indices in natuurlijke volgorde genomen zijn. 
Zij b.v. Flo)=r!t np —_ Ipse 15u45 
13300 — 48, 
dan geeft de ontwikkeling van 
10—9z—122° 4923 1424 1D25— 
1292223 H2Gzt 1525... 
naar de opklimmende machten van z de waarden: 
80105 gj sl O 
en de ontwikkeling Vn EO 
naar de opklimmende machten van # de waarden: 
Si SA) Sa TlÂ; Sn =S bj Sa STi, ONZ 


Schrijft men nu de sommen in de volgorde: 
(Eeen (rand je 10, l, 19, ï, 5D, ien 5 
dan bestaat er tusschen deze het volgende verband: 
en 
b.v. 4X10—5X19H55=0, maar ook 4X—Z—DX—t H1=0. 
Dit wijst er op,‚dat de functie V,‚ vermoedelijk*—5a? 4 4 is. 
Nu doet zich echter de vraag voor: Op welke wijze kan 
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die betrekkingsschaal worden gevonden? Wij nemen om 
dit nader toe te lichten, weer bovengenoemd voorbeeld, 
waarbij F(x) van den 10en graad is. Er bestaat dan tus- 
schen elke elf opeenvolgende grootheden s een vergelijking 
van den volgenden vorm: 

sr Y1 TE Sp1 Ya dert Sp 10 Ju = 0. 

Elf van deze vergelijkingen, waarbij aan k eveneens 
opeenvolgende waarden zijn toegekend, geven zeker een 
afhankelijk stelsel, waarvan de coëfficienten van F(x) eene 
oplossing vormen. Heeft nu F(x) =0 geen gelijke wortels, 
dan is het aantal onafhankelijke vergelijkingen 10; heeft zij 
gelijke wortels, dan is dit aantal minder dan 10. In ons 
voorbeeld bedraagt dit 4; de functie V, is nu van den 
den graad, terwijl de 5 coëfficienten. van V, gevonden 
worden òf door de 4 onafhankelijke vergelijkingen ten aan- 
zien van de eerste 5 onbekenden op te lossen, nadat de 
overige 6 onbekenden == 0 gesteld zijn, òf door het ver- 
band tusschen de eerste 5 vergelijkingen op te sporen. 
Noemt men b.v. deze vergelijkingen A, B, C, D en E,‚ dan 
worden zij na vermenigvuldiging met geschikte getallen, 


ten einde breuken te vermijden: 


115y, —14y, +124y 8 y44-160y; + 16y6, +... =0(16A) 

—iyr+62ys— AystBOysd- 8ys +152... =O( 8B) 
Sly, — 2yst 40ys 4 yad TOyst- 28yot ….. =Ô( 40) 

— pipa Ae H3Byst 1dysH1lOyoH… =0( 2D) 
10y,d- get 19yst Tyad 5ôyst Sys +... =0 (EK) 


en bestaat er tusschen hen het verband: 
4A—5C HE=0 of 16A—20CH4E=0; 
dit is nu ook het verband tusschen de coëfficienten van 
de onbekenden, derhalve tusschen de grootheden s. 
Om dit verband op te sporen, combineert men deze 
vergelijkingen op een geschikte manier, waardoor men de 
volgende rijen van coëfficienten verkrijgt: 


ee Boeftankelf. S1ENO MAIL 88 TBE ee LA) 
80B an ACE —13 206 0 268 52 516.... (B 
SB + 4D EES BAO e fUAr ed (2) 


3 2 


3A’— 17C 
8 
3B’ — 13C/ 
16 8 
Daar de vergelijkingen A’ en B’ van elkaar verschillen, 
zijn de vergelijkingen A, B en C van elkaar onaf hankelijk ; 
hetzelfde geldt voor A‚ B, C en D, omdat A” en B” ver- 
schillen. Daarom combineert men E met een der vorige, 
zoodat de coëfficient van de 3e onbekende 0 wordt. 


geeft: 0-41 0 44 Or SAN 


0.110 8 0 A 


SOA geeft: 18 12600 250 2 GT6 NN 
en ì 0550 2 0 
En f OL 000 
Se d 01-0050 Ae 


A en B” blijken nu dezelfde vergelijkingen te zijn, dus : 
220 — A! == 28" — TB 
A" —71B" 60” =0 
6GA’—54C—21B’91C+6B'—6D'=0 
ZA’ — DB’ + 19C’ — 2D’ =0 
16A + 248B — 400B — 20C + 152B + 76D + 4E — 76D —= 
AA —DC HE =0. 

Wegens de symmetrie der coëfficienten is men er nu 
reeds zeker van, dat de 10 eerste aan de voorwaarde 
AA —5CHE=0 voldoen. In geen geval behoeft men bij 
het onderzoek of aan deze voorwaarde voldaan wordt, 
verder te gaan dan de 1le coëfflcient, hier s,; vooreerst 
toch moet, als elke 5 opeenvolgende van deze elf coëfficien- 
ten aan de voorwaarde 4A—5C + E = 0 voldoen, 4e*— be? 41 
op 8zle4z°— 302813274326 11525224123 Iz zl 
deelbaar zijn; gaf nam. deze deeling eene rest met p q r 
en t als coëfficienten, dan zouden 4 opeenvolgende groot- 
heden s ook aan de voorwaarde: pAdgBrC+tD=0 moe- 
ten voldoen, hetgeen blijkens het voorgaande onderzoek 
niet mogelijk is. Zij nu verder s’ een waarde, waarvoor 
dsz—DS; ds’ 0 is, dan is voor deze waarde ook: 

883 d- 45ij ar. en F S= 0 
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maar : 8s-s - 483 — + Se—8j= 0, dus s’= 55, 
derhalve voldoet s, eveneens aau de voorwaarde: 
4AA—5CHE=0. 


Hetzelfde geldt voor s,, enz. 


Tweede voorbeeld. F(a)=4ar +16 425 HBr 
21519011 Hb 3rtl. 
Eene eenvoudige berekening geeft: 
EE AM ENE A Venet BREN Hee ME 
Si =S; 309; S= d 82=Dh; 83 Oh 
Men verkrijgt nu de volgende 1ijen van coëfficienten : 


23 17 pe De AS 
OEE MEEL a eM0 ACB) 
MON EE) 
Ee ed telen 
de 
OE hoe Oe 6 20 428 (B) 
11B-—3A’ „560 0 —560 0 0 280... (A) 
BDE ei Ie 2 138 0 84 (C) 
BBC „ 110 O0 —1120 0 0 560... (B) 


oe Di 
of 22B/'—6A’=23B'—C’ 
6A'H-B'—’=0 
QA—3B43BHC—8AH2D=0 of A4CH2D=0. 
Hieruit volgt, dat V,‚ 2m? Jm?1 is. 


Opmerking. Had men terstond ingezien, dat tusschen de 
vergelijkingen A, B, C en D de betrekking A4C+H2D —= 0 
bestaat, hetgeen hier vrij opvallend was, dan zou men 
daaruit slechts mogen besluiten, dat V, 2e®Jx? +1 of een 
deeler daarvan is. Om zekerheid te hebben, dat V, 22° 
c°+1 zelf is, zou men nog moeten nagaan, of de 3 eerste 
vergelijkingen A, B en C inderdaad een onafhankelijk stel- 

„sel vormen, waarbij men dan van de 10 onbekenden y, 
Y2 .--Yio de 6 laatste —= 0 kan stellen. Bij onderzoek blijkt 
dit inderdaad het geval te zijn en vindt men als oplossing : 

gi, Fr 0, 3 SA, 4 = 2, 
hetgeen met de voorgaande uitkomst overeenstemt. 
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De transformatie door harmonische pool! en poolljn 
| van den driehoek 


DOOR 


N. G. W. H. BEEGER. (Utrecht). 


Verbinden we een punt P in het vlak van een driehoek 
ABC met de hoekpunten (fig. 1). Bepalen we het 4e har- 
monische punt C” tot A, Ben 
C’ enz, dan liggen, zooals be- 
kend, de drie punten 
C’ op eene rechte p, die we 
de harmonische poollijn van 
P noemen. B is de hanm 
nische pool van p. 

Beschrijft nu P eene kromme 
dan omhult p eene andere 
kromme die we de getrans- 
formeerde van de eerste zul- 
len noemen. Laten we omge- 
keerd p eene kromme omhullen dan beschrijft P eene 
andere die we weer getransformeerde noemen. Door deze 
transformatie kunnen we dus uit iedere kromme twee 
andere verkrijgen ; 

a. Door de omhullende van de poollijnen van de pun- 

ten der kromme te beschouwen. 

b. Door de polen van de raaklijnen der kromme te 

beschouwen. 

1. Ligt P op eene zijde AB- dan liggen ook A” en Bop 
AB, zoodat p met AB samenvalt en dus bij ieder punt van 
eene zijde, als poollijn die zijde zelf behoort. 

Ze stel. P ligt in A dan vallen ook B/en-C Ten 
gaat door A maar de richting is onbepaald. Dus iedere 
rechte door een hoekpunt is poollijn van dat hoekpunt. 
Een hoekpunt wordt dus in zichzelf getransformeerd i. e. 
is een invariant punt. 


Kion 
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5. De transformatie is kwadratisch. Transf. we eene 
rechte 4. Bij de snijpunten met de zijden behooren als 
poollijnen die zijden zelf. De getransf. fig. heeft dus door 
ieder hoekpunt twee raaklijnen (de 2 zijden). Eene derde 
raaklijn kan er door een hoekpunt niet gaan, want daarbij 
„zou het hoekp. als pool behooren (2), zoodat £ door dat 
hoekp. zou moeten gaan, wat niet het geval is. De ge- 
transf. fig. is dus van de tweede klasse, m. a. w. eene kegel- 
snede. De transf. pool-poollijn is derhalve kwadratisch. 

Nemen we nu eene kegelsnede S en beschouwen de polen 
van al hare raaklijnen. Zij verder K eene kegelsnede die 
de 3 zijden raakt. K en S hebben vier gemeensch. raakl. 
Uit het onmiddellijk voorafgaande volgt dat met iedere 
raaklijn van K een punt van eene rechte overeenkomt. 
De 4 gemeensch. raaklijnen geven dus 4 punten dezer 
rechte, welke ook punten van de getransf. fig. van S zijn. 
Hieruit volgt dat deze van den vierden graad is want eene 
rechte snijdt haar in 4 punten. De transf. poollijn-pool is 
dus ook kwadratisch, want meer dan 4 snijpunten kunnen 
er op de rechte niet liggen daar dit aanleiding zou geven 
tot meer dan 4 gemeensch. raaklijnen. 


4, Transformeeren we nu eene rechte / die door een 
hoekpunt A gaat. Volgens 2 gaat Ain zichzelf over. De 
rest van de getransf. fig. moet dus ook een punt zijn om- 
dat de transf. kwadratisch is. Snijpunt van / met BC heeft 
als poollijn BC (1). Derhalve ligt bedoeld punt op BC. De 
poollijnen van vormen hier 2 stralenbundels. 


5. Zij l eene zwaartelijn. De poollijn 
van ieder harer punten is // overstaande 
zijde. Nemen we een punt P van / (fig. 2), 
Suzi ORM BCrdAA is 

SOR RA 
GR GABA 

NAA EN SE ORAUSB Ob GRB. 
dus BC’ // BC. Q.E.D want BC’ is pool- 
lijn van P. Z wordt derhalve getransf. in 
het hoekpunt A en het punt in ’t oneindige op BC, daar 
al die // poollijnen moeten beschouwd worden als een’ 
bundel waarvan het centrum op BC in ’t oneindige ligt. 


Fie 2. 


Lt 


6. Stel P ligt in 't zwaartepunt. Dan is (zie fig. 1) 

CASBE 

AB = CA’ 

BC =AB’ waaruit volgt dat A” B” 
en C” in ’t oneindige liggen. Poollijn van zw.p. is dus de 
lijn in ’t oneindige. 

1. Daar de hoekpunten invariant zijn zullen deze be- 
hooren tot de figuur, die we krijgen door de punten van 
eene kegelsnede door de hoekpunten, te transformeeren. 
De getransf. zal dus nog een punt moeten bevatten (3), *) 
zoodat de figuur van de vierde klasse is ontaard in 4 stra- 
len-bundels. 

Nemen we nu den omgeschreven cirkel en zoeken het 
centrum van den vierden stralen-bundel (fig. 3). Zij AF 
zwaartelijn. Bij E behoort 
volgens 5 eene poollijn Z 
die // BC is. Op / moet dus 
bedoeld centrum liggen. 
SÂ 
SD: 

DE:DB =CD:AD 
AD? =m?=da? Ib? H4C?. 
DE = Es stel SED 

In vierhoek ACEB is 


Berekenen we 


of Pre dep 


Insviech: "ARDOOIE 
SA:SD=FA: EFD =(FE 4m p): (FE 4 p) 
of SD ee 
2de a? 
Nu is de loodlijn @ uit het Symmediaanpunt op BC neer- 
gelaten 


2a A 2) 
a? b? + ec? 
1) We zulten dit punt verder aanduiden als centrum van den vierden 
stralen bundel. 
2) Zie Casey, Sequel to Euclid. 1888. p. 171. 


N= 
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Zij K het symmediaanpunt en KG // BC. G ligt op de 
hoogtelijn. 


hk aq Za A 
. Ne 
GA :GH A(z ana) "_a?db? HC? 
of GA:GH= ETS 


Hieruit volgt GA: GH=$SA:SD, dus Z gaat door het 
door het punt K. Maar nu gaat ook de poollijn van L 
door K (als BL zwaartelijn). Dus is het symmediaanpunt 
centrum van bedoelden vierden stralenbundel. 


8. Transformeeren we nu eene willekeurige kromme C°. 
Beschouwen we twee dicht bij elkaar gelegen punten P en 
P’ (fig. 4) van de kromme. 
Door de 5 punten A, B, C, 
P en P’ gaat eene kegel- 
snede. Stel p en p’ zijn de 
poollijnen van P resp. P 
Dan zuilen p en p’ behoo- 
ren tot bovengenoemden 
vierden stralenbundel van 
deze kegelsnede. Laten we 
nu P tot P’ naderen dan 
blijftdit. alles -z00.Is" P 
met P/ samengevallen dan 
raakt de kegelsnede in P 


aan de C”- Het snijpunt van p en p', dat nu het punt is 
geworden waarin p de getransf. kromme raakt is dus cen- 
trum van den vierden stralenbundel van de thans rakende 
kegelsnede. 

Hiermede is dus het raakpunt op iedere poollijn bepaald, 
en tevens bewezen dat we het raakpunt met passer en 
liniaal kunnen construeeren in het geval we in het punt 


Fig. 4. 


e. ” 
P de raaklijn aan de C kunnen construeeren. 


9. Transformeeren we de lijn in ’t oneindige. Zij gaat, 
als iedere rechte (volgens 3), over in eene kegelsnede die 
de zijden raakt. Deze kegelsnede moet gesloten zijn daar, 
zooals gemakkelijk is na te gaan, de poollijn van ieder 
punt in ’t oneindige de zijden snijdt in 2 punten die niet 
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op de verlengden liggen. De kegelsnede is dus eene ellips 
of een cirkel. 

Bij de snijpunten van de zwaartelijnen met de lijn in ’% 
oneindige behooren poollijnen die // de zijden loopen. (5). 
In 7 hebben we afgeleid 

SA: SD = (m + p):2p, 
die blijkbaar voor iedere waarde van p geldt. 
Hier is p—=oo waaruit volgt dat 
SASSD rz: 

De kegelsnede raakt dus aan 3 rechten die // zijden 
resp. op een’ afstand van @ h van die zijden verwijderd 
zijn. De rechten die deze afstanden van 2 h middendoor 
deelen en die door het zwaartepunt gaan, zijn dientenge- 
volge middellijnen van de kegelsnede. Derhalve is het 
zwaartepunt haar centrum, waaruit volgt, dat zij geen 
cirkel is, dus wel eene ellips. Bepalen we nu met behulp 
van 8 het raakpunt op eene zijde. Deze zijde moet hier 
beschouwd worden als poollijn van haar punt in ’t onein- 
dige daar dit punt op de te transf. rechte ligt. De in 8 
bedoelde kegelsnede moet dus in dit punt aan de lijn in 
't oneindige raken; is derhalve een parabool, maar een in 
twee rechten ontaarde. Een dezer rechten is de zijde en 
de tweede is eene rechte £ door het overstaande hoekpunt 
|/ die zijde. Nu moeten we het centrum van den vierden 
stralenbundel dezer kegelsnede bepalen. Het zal blijkbaar 
geleverd worden door laatstgenoemde rechte, zooals ge- 
makkelijk is na te gaan. Derhalve ligt het op de zijde. (4). 

Nemen we een punt P van 4. AP snijdt BC in ’t onein- 

dige (fig. 5). Het vierde harm. punt tot B, C 

en en punt in ’t oneindige is het midden van BC. 

Dit is dus het centrum van den vierden stra- 

lenbundel daar de poollijn van ieder punt van 

l hierdoor gaat. De lijn in ’t oneindige wordt 

alzoo getransformeerd in eene ellips die de zijden in hunne 

middens raakt, het zwaartepunt tot centrum heeft en raakt 

aan drie rechten die resp. // aan de zijden op @h daarvan 

verwijderd zijn. Het raakpunt op deze rechten ligt ook 
op het midden zooals gemakkelijk is na te gaan. *) 


1) De hier verkregen ellips is de ellips van Steiner. Het is de maximum 
ingeschreven ellips. 


C 


Fig. 


Ai 


10. Beschouwen we de polen van alle raaklijnen van 
eene kegelsnede door de hoekpunten. Door ieder hoekp. 
gaat ook eene raaklijn zoodat de getransf. fig. door de 
hoekp. gaat. Verder moet de getr. fig. van den vierden 
graad zijn, dus moet iedere zijde in 4 punten snijden. We 
hebben slechts 2 snijpunten op iedere zijde (in de hoekpunten). 
Stel dat er nog een derde snijpunt lag op eene zijde en 
wel niet in een hoekpunt. De poollijn van dit punt is de 
zijde zelf, zoodat de kegelsnede aan die zijde zou moeten 
raken, wat niet het geval is. De twee overige snijpunten 
moeten derhalve ook in de hoekpunten liggen. Daar er 
verder geen verschil kan zijn tusschen de hoekpunten 
moeten er in ieder dezer twee liggen. leder hoekpunt is 
dus dubbelpunt van de getr. fig. 


11. Beschouwen we de polen van de raaklijnen eener 
kegelsnede die de zijden raakt. Tot de getransformeerde 
fig. behoort dan volgens 3 eene rechte. De zijden zijn 
raaklijnen; met eene zijde als poollijn komt ieder harer 
punten als pool overeen, zoodat hier de drie zijden ook tot 
de getr, fig. behooren. 

Deze laatste bestaat dus uit eene in 4 rechten ontaarde Cé, 


In de ruimte behoort bij ieder punt een harmonisch 
poolvlak ten opzichte van een tetraeder. De transforma- 
tie die hierdoor ontstaat is cubisch, zooals blijkt bij de 
transformatie van eene rechte. 


Nog eens stereoscopische projectie 


DCOR 


Pr. G. J. D. MOUNIER, (Utrecht). 


De Heer Dr. L. U. H. C. Werndly komt in zijn belang- 
rijk artikel over „Stereoscopische projectie”, opgenomen 
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in den vorigen jaargang van dit tijdschrift, bladzijde 227, 
tot de formule: 
1 Tr 
| PSE RER: 
en merkt naar aanleiding daarvan op, dat, strikt genomen, 
bij stereoscopische waarneming verschillende lenzen zou- 
den moeten worden gebruikt, naar gelang de waarde, 
die R verkrijgt. 

Hieraan is evenwel moeielijk te voldoen, wanneer men 
voorwerpen wil waarnemen, waarvan verschillende punten 
op zeer verschillende afstanden van den stereoscoop ver- 
wijderd zijn. Bij een enkele waarneming van dit geheel 
kan men toch onmogelijk gelijktijdig door verschillende 
lenzen zien, de één voor dit punt, de ander voor dat. 

Wij willen in het volgende nagaan, hoe zich alsdan 
de zaak toedraagt en zullen daarvoor beginnen met de 
onderstelling, dat in het geheel van geen lenzen, doch 
slechts van uiterst kleine openingen gebruik wordt ge- 
maakt, om daarna weêr tot de lenzen terug te keeren. 

Zij Fig. 1 een figuur, over- 
eenkomende met de eerste 
figuur van Dr. Werndly. De 
letters hebben daarin dezelfde 
beteekenis, alleen is er de 
driehoek A’B’C' bij geteekend, 
die op de gevoelige plaat de 
projecties cab en a’c'b’ geeft. 
Na doorsnijding en omkeering, 
op de wijze als doomkene 
Werndly beschreven is, vindt — 
men dan de projecties b‚a,c, en bi’c,’a,’. Noemen wij nu 
den afstand van B’ tot MN R en den afstand van MN tot 
AD N. De lichtbundel, van B’ uitgaande en door de zeer 
nauwe opening Lr op AB vallende, geeft daar een uiterst 
klein cirkelvormig vlekje b, een weinig grooter dan de ope- 
ning Lr. Is deze laatste klein genoeg en N niet te groot, 
dan wordt dit vlekje zóó klein, dat het op het netvlies 
dezelfde uitwerking uitoefent als een lichtgevend punt in 
b van dezelfde lichtsterkte, maar in één enkel punt ge- 
concentreerd. Had B’ eenige uitgebreidheid, dan zou op 
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deze wijze op AB een verkleind beeld van B’ geworpen 
worden, waarbij dan de verkleining is an Ligt A’ op 
den afstand Ra en C’ op den afstand R—y van MN 
verwijderd, dan vindt men daarvoor respectievelijk de ver- 


kleining Ee Ee enen N 4 


Nu is het uit de figuur duidelijk, dat na omlegging 
b in b,‚ komt te liggen en dat, van uit Lr gezien, B’ in de 
richting van Lr naar b,, dus juist in de goede richting, 
wordt gezien. Op welken afstand B’ nu valt blijft onbe- 
slist, maar daar van uit Ll evenzoo B’ in de goede rich- 
ting gezien wordt, zullen de beide oogen den indruk moe- 
ten verkrijgen, dat B’ gelegen is in het snijpunt dier beide 
richtingen, di. van Lr naar b, en van Ll naar b,’. B' zal dus 
op de plaats gezien worden, waar zich dat punt in werkelijk- 
heid bevindt. Dit zal nu evenzoo gelden voor A’ en C. 
Kent men nu weêr aan B’ zekere uitbreiding toe, dan zal 
b eenige uitbreiding bezitten en b, natuurlijk dezelfde, 
wijl de omlegging daaraan niets kan veranderen. Daar 
nu ook de afstand van BC, tot MN N is, heeft men voor 
B’ ten opzichte van b, (en dus ook b) de vergrooting 


zi Voor A/ en C’ vindt men op dezelfde wijze respectie- 


velijk Le en B De vergrootingen zijn nu achter- 


eenvolgens gelijk aan de vroeger gevonden verkleiningen en 
men ziet dus door den stereoscoop de figuur A’B'C' uit de 
punten Lr en Ll volmaakt op dezelfde wijze, als waarop 
men het voorwerp zelve, zonder stereoscoop, uit die punten 
zou waarnemen. 

Gebruikt men nu lenzen, dan verandert de toestand een 
weinig. Het punt B’ geeft in b een volkomen brandpunt, 
maar A’ geeft een brandpunt, dat vóór de gevoelige plaat 
AD ligt en C’ evenzoo een brandpunt, dat er achter ligt. 
Hierbij noemen wij de voorzijde, die zijde, welke naar 
ABC’ is toegekeerd. Terwijl dus in b een enkel punt 
wordt waargenomen (althans theoretisch), zullen a en c 
kleine ronde vlekjes zijn, waarvan wij de middelpunten, 
in engeren zin, a en ec noemen, Wij kunnen die vlekjes 

Wiskundig Tijdschrift, 7e Jaargang. 4 
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evenwel als punten beschouwen, indien zij zóó klein zijn, 
dat zij op het netvlies dezelfden indruk te weeg brengen, 
als punten van gelijke maar geconcentreerde lichtsterkte 
dat zouden doen. 

Nu is de gevoelige plaat achter de lenzen gelegen op 


den afstand De De punten A’ en C' zijn er respec- 


tievelijk vóór gelegen op de afstanden R +a en R— yen 
dus is voor die punten de verkleining achtereenvolgens: 


BEB) 


kr rt 


Noemen wij o de opening van de lens, o’ de grootte 
van het vlekje a en o” die van het vlekje c. Daar nu de 


en: 


brandpunten van A/ op den afstand F R ek p achter de 
lenzen liggen, heeft men: 
ni Ra R Ra 
ORTE Rem aen 
=(R te) Re He Ee kde F) 
=(RHa) (RE): a 
zoodat: 


Te Sbn: A 


Hoe grooter R en hoe kleiner a, hoe kleiner ook o’ wordt. 
Het is dus voordeelig, indien het voorwerp niet te dicht 
bij den toestel geplaatst is en het uiterste punt A’ niet te 
ver achter B’ ligt. | 

Evenzoo vindt men gemakkelijk: 


deu =d) a 


waaruit blijkt, dat het uiterste punt C’ niet te ver van B 
moet liggen. Hoe dieper dus de figuur is, hoe verder zij 
van den toestel moet verwijderd zijn, opdat o’ en ov” nog 
voldoende klein worden. 

Keeren wij nu, na de ontwikkelde plaat doorgeknipt te 
hebben, alles weêr op de door Dr. Werndly beschreven 
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wijze om. Wij moeten dan voor de stereoscopische waar- 
neming weêr een lens gebruiken, die voldoet aan: 


EE RED 
Has Ere 
wanneer wij het punt B’ als uitgangspunt kiezen. Voor 
dat punt toch geldt de bewijsvoering van Dr. Werndly ten 
volle. 
Beschouwen wij nu het punt A’. Dit wordt op B,C, voor- 
gesteld als een vlekje a,. Van dit vlekje a, wordt nu 
op den afstand R een beeld gevormd, dat tot grootte heeft : 


in 0’ == (Ee — 1) 0’, of, als wij deze grootte 0,’ 
aen 


noemen, wegens (1), o, = E 2. Hieruit volgt, dat, 
uid 

als a ten opzichte van R klein is en de lensopening niet 

te groot,’o,’ klein genoeg kan zijn om als een enkel punt 

te worden waargenomen. 

Maar nu moet niet het beeld worden waargenomen, dat 
op een afstand R ontstaat, maar hetgeen gezien wordt op 
een afstand R+ «a, d.w.z. een minder scherp beeld. 

Uit fig. 2, waarin de pijltjes 
de openingen o’, 0,’ en 03’ voor- 
stellen, de laatste namelijk voor 
het onscherpe beeld op den af- 
stand R+ a, blijkt nu, dat o,’ = 


ee) dis. en dus; 


Oe 5 Cit) ne 


Is dus « tegenover R voldoende klein en de opening o 
niet te groot, dan wordt 0,’ nog als een enkel punt waar- 
genomen en wel in de juiste richting. En daar ook het 
andere oog A’ in de juiste richting zal waarnemen, wordt 
in den stereoscoop A/ gezien op den afstand R Ja, juist 
zooals trouwens ook moet. 


dus gelijk aan de verkleining bij de photographische op- 
name. Voor C/ wordt nu een overeenkomstig resultaat 
gevonden. Wanneer dus de lensopening niet te groot is 
en « ten opzichte van R voldoende klein, zal, als men de 
brandpuntsafstand der photographische en stereoscopische 
lenzen door de formule: 

Ë 1 2 


REE GRS 
aan elkander verbindt, het voorwerp door den stereoscoop 
nauwkeurig worden waargenomen, d.w.z. juist zóó als bij 
rechtstreeksche waarneming het geval zou zijn. Men heeft 
X . 
er slechts voor te zorgen, dat R ° niet grooter wordt dan 
de vlek, die op het netvlies nog een enkele zenuw aandoet 
en zich dus als een punt in ons bewustzijn realiseert. 


Over zeker spel 


DOOR 


H. B, BONE Jr. (Leeuwarden). 


Laten gegeven zijn eenige stapeltjes voorwerpen, in 
willekeurig aantal en elk een willekeurig aantal voorwer- 
pen bevattend. Twee personen, A en B, spelen daarmee 
het volgende spel: 

Om beurten nemen zij van één, telkens opnieuw vrijelijk 
te kiezen, stapeltje een, ook aan eigen keus overgelaten, 
aantal voorwerpen weg (eventueel dus een geheel stapel- 
tje, maar altijd minstens één voorwerp). Wie de laatste 
voorwerpen (die daartoe dus één stapeltje moeten vormen) 
wegneemt, heeft het spel gewonnen. | 

Vrage: Welke taktiek moet b.v. A volgen, om het spel 
te winnen ? 
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Ontwikkel het aantal der voorwerpen van elk stapeltje 
in een som van machten van 2 (de nulde inbegrepen), wat 
altijd en op niet meer dan één wijze kan geschieden 
(„schrijven in het tweetallig talstelsel”) 

De te volgen taktiek zal nu’ aangetoond worden, de 
volgende te zijn. 

De speler kieze het stapeltje en het aantal voorwerpen, 
dat hij van het stapeltje wegneemt, steeds zóó, dat daar- 
door een toestand ontstaat, waarbij elke macht van 2, die 
op de bovenaangeduide wijze voorkomt, in een even aantal 
stapeltjes optreedt. (Kortheidshalve zeggen we hier, en 
ook in ’t vervolg, dat een macht van 2 in een stapeltje 
optreedt, als die macht voorkomt in de ontwikkeling naar 
machten van 2 van het getal, dat het aantal der voorwer- 
pen van het stapeltje aanduidt). 


Het is aanstonds duidelijk, dat, indien het mogelijk is, 
deze taktiek te volgen, ze tot winst moet leiden, want, daar 
het aantal stapeltjes mettertijd moet verminderen en ein- 
delijk tot twee zijn teruggebracht, zullen deze beide sta- 
peltjes, als B aan de beurt is, beide evenveel voorwerpen 
bevatten, indien A inderdaad de aangeduide taktiek heeft 
gevolgd, want alsdan moet elke macht van 2, die in het 
eene stapeltje voorkomt, ook voorkomen in het andere, 
Alsnu is B gedwongen, van één van beide stapeltjes voor- 
werpen weg te nemen. Zorgt A nu slechts, dat hij steeds 
van het andere stapeltje evenveel wegneemt en daardoor 
de stapeltjes telkens weer gelijk maakt, dan blijven voor 
B voortdurend twee stapeltjes liggen, zoodat deze ten slotte 
één stapeltje „op” maken moet, waarna A het laatste sta- 
peltje wegneemt en zoodoende wint. 

Er blijft dus slechts aan te toonen, dat de beschreven 
taktiek mogelijk is. 

Onderstel daartoe, dat op een bepaald oogenblik één of 
meer machten van 2 in een oneven aantal stapeltjes voor- 


komen en zij 2” de hoogste dezer machten. Kies een wil- 


gn 


lekeurig stapeltje P dergenen, die bevatten. In P kun- 


nen, behalve 2%, nog andere machten van 2 aanwezig zijn, 
die ook een oneven aantal malen voorkomen in de stapel- 


° % X 
tjes; noem deze 2t, 2? ,…... Laten de machten van 2, 
die in een oneven aantal stapeltjes, doch niet in P voor- 


komen, zijn gr, gf», Prat 
Neem dan van P eerst 


DO 
voorwerpen weg en voeg daarna bij het overgebleven 
stapeltje 


de 
voorwerpen. 
Daar uit onze keuze van het stapeltje P volgt, dat van 
de (alle onderling verschillende) getallen 2 elk kleiner is 
dan mm, is 


Me A OR 
dus 
Ip 
dus a fortiori 4 


Darl 

Hieruit volgt, dat het stapeltje P door het wegnemen 
van p voorwerpen en daarna toevoegen van q ten slotte 
verkleind is. De nieuwe toestand kan dus worden bereikt 
door ’t wegnemen van (p—gq) voorwerpen van het sta- 
peltje P. 

In dezen nieuwen toestand komen nu alle machten van 
2 in een even aantal stapeltjes voor, want zij, die alreeds 
een even aantal malen voorkwamen, zijn niet veranderd 
en degenen, die een oneven aantal malen aanwezig waren, 
zijn in aantal deels één verminderd (voorzoover ze nl. in 
P voorkwamen), deels één vermeerderd (voorzoover ze 
nl. nièt in P voorkwamen) en komen dus nu ook een even 
aantal malen voor. 

Duiden we kortheidshalve een toestand, waarbij elke 
macht van 2 in een even aantal stapeltjes voorkomt, aan 
als „positie [” en een toestand, waarbij nièt alle machten 
van 2 een even aantal malen voorkomen, als „positie [I”, 
dan is in het voorgaande aangetoond, 

dat men uit elke positie IL door één greep kan overgaan 
naar een positie Il. 

Anderzijds is het duidelijk, dat men door een greep te 
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doen een eerst bestaande positie 1 noodzakelijk moet ver- 
storen en doen overgaan in een positie II, daar een greep 
het gevolg heeft, het aantal malen, dat sommige machten 
van 2 voorkomen, met één te verminderen en dus van 
pariteit te doen veranderen. 

Hieruit volgt, dat degene der spelers, die voor een positie 
IL wordt geplaatst, winnen kan door positie I te scheppen; 
de tegenpartij moet dan noodzakelijk weer een positie II 
te voorschijn roepen, waarna de eerste speler weer een 
positie [ kan doen ontstaan en zoo voort. 

De beschreven taktiek kan dus inderdaad gevolgd wor- 
den en dat wel in het algemeen op meerdere wijzen, daar 
men ’t stapeltje P in het algemeen nog kiezen kan uit een 
zeker oneven aantal. 


Wiskande en Natuurlijke Historie 


DOOR 


F, J. VAES (Rotterdam). 


In de Enseignement Mathématique van 1910 en nog 
iets uitvoeriger in de Mitteilungen der Naturforschen- 


Fig. 1. 


De elichés werden welwillend afgestaan door de Redactie van lEnscig- 
nement Mathématique. 
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den Gesellschaft in Solothurn, Drittes Heft (XV Bericht) 
1906, geeft Prof. Dr. A. Emch (te Basel) een bespreking - 
betreffende het onderwerp, dat in den 6en jg. W.T, bladz. 
A, is aangeroerd. Hij maakt opmerkzaam op de spleten in 
gletschers, en in verdroogde kleigronden, in verlakt hout, 
enz., die in den regel elkander loodrecht snijden ; dit komt 
overeen met de uitkomsten der elasticiteitstheorie, dat in 
elk punt de grootste en een kleinste spanningsrichting 


loodrecht op elkander staan. Zoodra de grootste spanning 
een spleet heeft doen ontstaan, verkrijgt de kleinste span- 


DT 


ning de overhand, en wordt in de richting der spleet de 
grootste. 

2. Als voorbeeld van wiskundige rangschikking noemt 
_ hij die van de woekerbloem (Chrysanthemum Leucanthe- 
mum) en van de gewone kamille (Matricaria Chamomilla), 
bij welke de middellijnen der bloesems evenredig zijn met 
de afstanden van het middelpunt, terwijl telkens drie 
elkander raken. Om aan te toonen, dat daardoor het 
grootst mogelijke aantal bloesems een plaats vindt, gaat 
E. uit van de opvulling van een rechthoek door cirkels 
met gelijke stralen (fig. 1), en vat deze op als liggende 
in een complex vlak. Door de transformatie 


Zet =et TU, 


dus X=e® cos y, Y=e® sin y, 
gaat het stelsel evenwijdige lijnen «== constant over in 
een stelsel concentrische cirkels 


KEE 
en het stelsel lijnen y == constant, in den stralenbundel 
ALAN SE: 
Met de maten in fig. 1, verkrijgt men, dat de gemeen- 


schappelijke anar van radiaal gelegen cirkels een 
hoek van 2 X 12° 46 28” insluiten, waardoor fig. 2 ge- 


Á AL OA 
7 A KEER 

Me ze 5) 
CO "el 


Eee Dn in 


58 


teekend kon worden, die volkomen gelijkenis heeft met 
de teekening van de woekerbloem. De middelpunten 
der geärceerde cirkels liggen op een logarithmische spiraal. 
De spiralen snijden elkander onder 60°. 

5. In een pauwenstaart blijken archimedische spiralen 
aanwezig te zijn (fig. 3). 

In het tweede bovengenoemde tijdschrift vergelijkt B. 
wiskunde en kunst; in hoofdzaak komt dit neer op het 
aangename van symmetrische vormen. 


Verslag van een Mondeling Examen K.L 1909, 


Analytische Meetkunde (drie kwartier). 


Gegeven parabool y? =?2px, cirkel n? Hy? +2 Ard 2 By + 
C=0. Gevraagd. Het middelpunt te bepalen als twee van 
de vier snijpunten samenvallen. 

2. Als de koorden AB en CD der parabool y? =2px 
gelijke hoeken maken met de X-as dan zijn A, C, B en D 
conecyclisch. 

5. Wat is een osculatiecirkel ? De osculatiecirkel in een 
punt van de parabool te construeeren (af te leiden uit de 
beide voorgaande vragen). 

4, De kegelsnede te bepalen waarvan een punt («. #) een 
brandpunt en de lijn Aa + By + C==0 de richtlijn is. | 

5. Van Ax? +2Bxy J- Cy? + 2D 42E yJF=0 is ‘een 
asymptootrichting y = Me gegeven. Gevr. De andere 
asymptootrichting. | 

6. Geg. 5 p. van een kegelsnede. Gevr. een zesde punt 
te constr. Waarvan is dit een toepassing ? 


Beschrijvende Meetkunde (een uur). 


Geg. De projecties van een lijn. Gevraagd. Het punt 
dat op gelijke afst. verwijderd is van ’t horizontale en van 
t vertikale projectievlak, zonder van de derde pro. ge- 
bruik te maken. 
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8. Geg. Een lijn, waarvan de horizontale en vertikale 
projectie samenvallen. Gevraagd. De stand van die lijn 
in de ruimte. 

Ook de stand van een lijn in de ruimte waarvan hori- 
zontale en vertikale projectie evenwijdig zijn. 

9. Gevraagd. Den standhoek van twee vlakken te tee- 
kenen (niet op de gewone manier). 

10. Geg. een pyramide, waarvan de top ligt in ’t H-proj. 
vlak, en waarvan ’t grondvlak evenwijdig is. aan ’t H-proj. 
vlak, en een lijn. 

Gevraagd. De snijpunten te teekenen van die lijn met 
dat lich. le door een vlak | H, 2e door een vlak door 
den top. 

11. Geg. Een liĳn | ’t H. proj. vlak en een punt. 


Gevraagd. De proj. van een lijn die door dat punt gaat, 
een geg. hoek maakt met ’t H-vlak, en een geg. afstand 
heeft van de lijn. 

12. De projecties te teekenen van een cirkel die in een 
geg. vlak ligt. Wat zijn de assen. Waarom zijn deze // 
en | de doorsnede. Een raaklijn te trekken enz. Wat 
worden de assen der H-proj. en Vert. proj. 


Meetkunde (een uur). 


13. Geg. Een lijn die een punt van de basis van een 
_ driehoek met den top verbindt. Hoe lang is die lijn ? Be- 
wijs het theorema van Stewart. 

Wanneer men nog twee lijnen trekt, zoodat de drie lijnen 
elkaar in één punt snijden, hoeveel van de stukken, waarin 
de zijden worden verdeeld zijn dan willekeurig? Welke 
betrekking bestaat tusschen die stukken? Bewijs het 
theorema van de Ceva Wanneer de betrekking gegeven 
is van drie punten, zonder dat men weet of de punten op 
de zijden van den driehoek of op ‘t verlengde daarvan 
liggen, hoe weet men dan of men het theorema van Mene- 
laus of van de Ceva heeft. 

Als AA’ BB’ en CC door een punt S gaan, hoe liggen 
dan de snijpunten van de zijden AB en A’B', AC en A/C’, 
en BC en BC’ der driehoeken ABC en A/B'C’. 

(Bewijs door de figuur te beschouwen als de projectie 
van een piramide, top S). 
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Wat wordt het theorema van Menelaus voor een vlakke 
of scheeve vierhoek. 

14. Te bewijzen dat de rechte die de middens van de 
overstaande zijden van een vierhoek en de middens der 
diagonalen verbinden door één punt gaan en in dit punt 
worden middendoor gedeeld. (De vierhoek te beschouwen 
als de projectie van een viervlak. ’t Punt is ook zwaarte- 
punt van dit viervlak). 

15. Wat is de poollijn van een punt ten opz. van een 
cirkel. Bewijs. 

16. Wat is inversie. Bewijs dat de geinverteerde van 
een cirkel weer een cirkel is, en een rechte lijn wanneer 
de cirkel door ’t poolpunt van inversie gaat. Is soms ook 
een cirkel z’n eigen inverse? Hoe groot is in dit geval 
de macht van inversie ? 

17. Geg. Twee cirkels in de ruimte. 

Gevr. Een cirkel te teekenen die aan deze beide cirkels 
raakt. Hoeveel zijn er? Welke uitzondering. 

18. Den inhoud te bepalen van een pyramide. De in- 
houd van een afgeknotte driezijdige pyramide uit de figuur 
te berekenen (dus deze niet te beschouwen als ’t ver- 
schil van twee pyramides). 


Algebra en Rekenen (l} uur). 


19. Convergeert de reeks 
—g® nn en 
c Ch c 
RE 


als z complex is ? 


20. Bewijs het convergentie kenmerk 


u 
f nl 
Lim 


n= O0 Nn 


Ent 


21. Bewijs dat een reeks, bestaande uit complexe ge- 
tallen stellig convergeert, wanneer de reeks der modulen 
convergeert. 

Convergeert de reeks ook, wanneer het argument van 
z 45° is. 
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22. Wat is de diseriminante van een vergelijking. 

Geg. de vergelijking 

LS + pad qe dr =0, waarvan de wortels zijn a, ben c. 
Kan 


Hood Eelen 
A= LR DNG 
DOME 


dienst doen voor diseriminant van deze vergelijking ? 

En de determinant A? 

Druk deze laatste uit in de coëfficienten. 

23. Op welke manier kan men ook uitdrukken dat 
as + pe + qe dr=0 twee gelijke wortels heeft. 

Druk uit dat een geg. tweede machtsvergelijking en een 
gegeven derde machtsvergel. een gemeenschappelijken 
wortel hebben. - 

Op te lossen twee vergel. in & en y van de mde en „de 
graad. Waarom is de resultante van de made graad en 
en zijn er dus mn opl. 

24. Heeft elke kettingbreuk één bepaalde waarde? 
Waarom ? 

25. Hoeveel getallen < 21600 hebben hiermee tot GGD. 36. 


Bewijs p(a) = a (1 — 5) enz. 
26. Wat is de rest bij deeling van 
goos daor rld. 
27. Bewijs het theorema van Fermat. Wanneer afl 
pl pl 
een p-voud is, en p oneven is òf \ a —1/ ôf \a eh 1 
een p-voud. 
pl 
Waarom niet beide. Bewijs dat a 5 + 1 een p-voud is, 
als a geen kwadraatrest is van p. 


Goniometrie (drie kwartier). 


28. Hoe groot is de straal van den ingeschreven cirkel 
van een boldriehoek. Als deze AB in D en AC in E raakt, 
bewijs dan dat AD =s— a, dat AD =AE en /MAD!/A 
De vijfhoek van Neper. 
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Bewijs de formule 


see je cos S COS (S — À) 


sin B sin C 


Waarom heeft deze wortel niet het teeken + voor zich. 

29. De formules van Delambre. 

80. Hoe groot is de standhoek van een veelvlakkig 
lichaam, waarvan elk zijvlak bestaat uit regelmatige n- 
hoeken, en waarvan er in elk hoekpunt p samenkomen. 

SheGegeG05 401018. Va dh 

cos 45° wen 0.10338. 

Gevr. cos 45° 5 

Geef het antwoord dat men krijgt bij het gewone inter- 
poleeren in een logarithmen-tafel een te groote of te kleine 
waarde ? 

82. cos (a +b) te bewijzen, wanneer a en b beide stomp 
zijn. 


Verslag van twee Mondeling-Examens M. 0. KV, 1909, 


L 
1. Analytische Meetkunde (9—10 uur). 


ad. Teeken een rechthoekig assenstelsel in de ruimte. 
Een cirkel in ’t XOY-vlak met O als middelpunt en a 
tot straal. In ’t XOZ-vlak een rechte door ’t punt a,o,o 
evenwijdig met de Z-as en een rechte door 't punt —a, 0, 0 
die een hoek van 45®maakt met de X-as en met de Z-as. 
Gevraagd alle 2e-graadsoppervlakken door dien cirkel en 
die twee rechten. Meetkundige plaats van ’t middelpunt. 
b. Gegeven een eenbladige hyperboloïde en een punt. 
Bepaal de vergelijking van den omhullingskegel met dit 
punt tot top. 
c. Schrijf op: az— ye Jan dby Hee Jd =o. 
Wat stelt dit voor? Bepaal de stelsels rechte lijnen. 
tin 
d. Gegeven: | y =u? Wat stelt dit voor: waarom ? 
a 
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Men neemt twee veranderlijke punten op deze kromme. 
Bepaal de meetk. plaats van ’t midden. Schrijf op de ver- 
gelijking van ’t raakvlak in een bepaald punt. 

(e=azd-p. Wat stellen deze vergelijkingen voor? 


el y=bzd-gqg. Wanneer is dit ontwikkelbaar ? 
Áls | y 4 | dus niet identiek nul is, is ’t opp. scheef. 
Voor bepaalde punten kan toch d jd | =—= 0 zijn. Welke 


lijnen zijn dit op ’t scheeve oppervlak? 
2 Integraal-rekening (102—12 uur). 
1 q. 
Der AL 
a) Bereken: eee 
0 
Eerst bewijzen, dat de integraal beteekenis heeft voor 
a—=0 en r—=l en de waarde van a bepalen. (Substitueer 


2=—=sinp). Bewijzen, dat die substitutie geoorloofd is. (Ten 
slotte een B functie, die uitgedrukt werd in Ll’ functies). 


- T(p) 1'(g) 
B Bp gj, 
LLN) 
b 
b. Gegeven u = | ede. Heeft die beteekenis ? 
a 
Bepaal de Is differentiatie onder ’t integraalteeken ge- 
oorloofd ? Bewijzen. 
ee (AEN 


eers 508 Op: En (Er +1. 


Eerst de oplossing bespreken. Wat wordt gezocht? 
Wat wordt eerst bepaald ? enz. 

d. Gegeven: F(x, y, z, p, q)—=0 gedeeltelijke diff. vergel. 
van de le orde. Wat beteekent het, deze oplossen ? Meet- 
kundige beteekenis. Hoeveel integraaloppervlakken ? 

De vergelijking is lineáir: Pg + Qq =R. 

Verklaar de geheele oplossing. Bewijs, dat u =p (wv) een 
integraal is, (als wu —=a en v—=b twee oplossingen zijn der 
simultane vergelijkingen en der diff, vergel.) 
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De vergelijking is niet-lineair. Volledige oplossing. Hoe 
daaruit de algemeene integraal en hoe de singuliere op- 
lossing ? 


8. Beschrijvende meetkunde (1—2 uur). 


ad. Centrale projectie en perspectief. 

Hoe bepaalt u de projectie van een lijn? Gegeven een 
willekeurige vierhoek. Dit kan zijn de projectie van een 
vierkant. Bewijs. 

Gegeven: grondlijn, horizon, O0’ en Ds; de perspectief 
van een bepaalde lijn. Dit is de zijde van een gelijkzijdi- 
gen A in ’t grondvlak. Voltooi den perspectief. Maak 
daarvan een regelmatig viervlak met dezen A tot grondvlak. 

b. Axonometrische proj. 

Geg. een assenstelsel, en in elk coörd. vlak een wille- 
keurige lijn. Deze drie lijnen zijn richtlijnen van een hy- 
perboloide. Bepaal een willekeurig punt, niet op deze 
richtlijnen. In dat punt ’t raakvlak. 

c. Rechthoekige proj. 

Gegeven: projectie van een bol, rustend op H; een rechte 
loodrecht op H. Van een regeloppervlak zijn de beschrij- 
vende lijnen evenwijdig aan H, snijden de rechte en raken 
den bol (rechte conoïde). Bepaal een willekeurig punt en 
daarin ’t raakvlak. 

Gegeven: een scheeve vierhoek, twee lijnen in H, twee 
lijnen in V. Daardoor gaat een paraboloide. Hoeveel ge- 
woonlijk ? Waar zijn hier de twee andere? Bepaal een 
willekeurig punt en daarin ’t raakvlak. 

Gegeven: een scheeve cirkelkegel (cirkel in H); een 
rechte door den top loodrecht op H en een rechte in V, 
schuin op de as. Deze rechten zijn richtlijnen van een 
paraboloide, waarvoor H richtvlak is. Bepaal een wille- 
keurig punt der doorsnede. In dat punt de raaklijn van 
de doorsnede. 


4. Differentiaal-rekening (21—83 uur). 


a. Bewijs: ee NEE 
Je Ady Ay dz’ 
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b. Er zijn twee functies f(x) en o(x), die beide © wor- 
den voor @=a. Bepaal lim Le) Bewijs de eigenschap. 
Oel @ (ze) 


Geef een voorbeeld, dat differentiatie van teller en noe- 


… + sin 
mer niet mag ( lim en So 
en 


c. Bewijs de algemeene stelling van ’t gemiddelde 


Off © 
o(b)=—e(a) pie) SES) 


as 
d. Stbardngn 


Bepaal maximum of minimum. 

Gaat 't niet vlugger door de substitutie # + y =u en ay =v, 
dan is z en functie van w en wv? 

Waarom mag die substitutie hier niet ? 

Bewijs nu uw minimum-bepaling. 


LE 


1. Integraal-rekening (9—104 uur). 


a. De partieele differentiaal-vergelijking F (wyzpq)=—0. 
Wat noemt ge een oplossing? Meetkundige beteekenis. 
KE oplossings-methode afleiden. 


b. ze ik za + y =sin xv. Bewijs, waarom ge bij 


gelijke wortels aldus handelt. 


4 2 2 
a nf (EE) +1. De oplossing geheel uitwerken. 


e ©) 
d. | EE dae [a en pO}. Eerst onderzoeken of de 
0 


integraal werkelijk beteekenis heeft. Definitie van be- 
paalde integraal. 


e @) H 
sin ax 
Bereken | Ee da. 
0 


Wiskundig Tijdschrift, 7e Jaargang. 


jr 
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2. Analytische Meetkunde (103—11% uur). 


a. yd yz taz a? =0. Onderzoek of er rechte lijnen 
op dit oppervlak liggen. Lijnen in asymptotische richting. 
Snijdt het oppervlak met den bol #? +y? +2? =r?, waarin 
z veranderlijk gedacht moet worden. Toon met behulp van 
de doorsnede aan, dat het oppervlak van omwenteling is. 

il, (Deel Ze 

5 En Ü dl EL eee 
lijnen van een regelvlak. De vergelijking te bepalen. 

c == (ue y=G (4.0) 2 == HU 0) NAE 
voor? Leidt de vergelijking voor het raakvlak af. Wat 
is de algemeene vergelijking voor een regeloppervlak ? 
Wat wordt nu het raakvlak? Wanneer is een oppervlak 
ontwikkelbaar ? Leidt daarvoor de voorwaarde af, uit de 
vergelijking van het raakvlak. 


| IL. Deze lijnen zijn richt- 


3. Differentiaal-rekening (l—13 uur). 


FC) _ oo 
RE 
deze breuk ? Het bewijs hiervoor geheel af te leiden. 

b. Reeks van Maclaurin. Wat zijn de voorwaarden voor 
de bruikbaarheid van deze reeks ? 

c. Reeks van Taylor. Afleiden de algemeene vorm van 
den restterm. Restterm van Cauchy en Lagrange als bij- 
zonder geval hiervan. 


d. SOEPEL, An Wat wordt de waarde van 


4 Beschrijvende Meetkunde (2—3! uur). 


ad. Centrale projectie. 

Hoe stelt ge een lijn voor? Hoe een punt? Construeer 
de verbindingslijn van twee punten. Bepaal den wer- 
kelijken afstand van deze punten. Bewijs dat het neerge- 
slagen centrum, de projectie van het punt en het neerge- 
slagen punt in één lijn liggen. Wanneer hebben we hoofd- 
punt en distantieeirkel noodig ? 

b Axonometrie. 

Gegeven een axonometrisch assenkruis, voorts een 
ellips in het XOZ-vlak, een ellips in het YOZ-vlak en een 
rechte loodrecht op het XOY-vlak. Dit zijn richtlijnen van 
een regeloppervlak. Construeer een beschrijvende rechte. 
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Neem op die rechte een punt en construeer in dit punt 
het raakvlak. Wat is een raccordeerende hyperboloïde. 
Wat is er noodig, opdat ze raccordeeren? Is de Z-as een 
lijn van het 2e stelsel der hyperboloïde ? Waarom? Wan- 
neer alleen de beide ellipsen in ZOX en ZOY gegeven 
zijn, construeer dan het ontwikkelbaar regelvlak, dat deze 
lijnen tot richtlijnen heeft. Construeer het raakvlak in een 
willekeurig punt. Hoeveel raakvlakken zijn er mogelijk 
in een willekeurig punt? (één). Hoeveel in een punt der 
richtlijnen ? (twee). Hoe noemt men deze lijnen daarom ? 
(Dubbellijnen). Gegeven een assenkruis, een punt P op 
OZ en een rechte AB in XOY. Construeer de loodlijn uit 
P op AB neergelaten. Bewijs de constructie. Bepaal de 
ware lengte van de loodlijn. 

c. Orthogonale projectie. 

Gegeven een scheef cirkelvormige cylinder en een scheef 
cirkelvormige kegel, waarvan de top op den cilinder ligt. 
De cirkels liggen in H en snijden elkaar. Wat weet ge 
van de doorsnede? (een ontaarding in een rechte en een 
de graadskromme). Construeer een willekeurig punt der 
doorsnede. Construeer de raaklijn aan de doorsnede in 
dat punt. 


Kit Bulenlandsche Tidschriten 


116. In YIntermédiaire No. 5, 1910, bladz. 106, bespreekt 
G. Lemaire een teekendriehoek geschikt voor topographie. 
tgA=,tgB=j, tg0=j, 

BD en CE zijn hoogtelijnen. 
Men kan er mede teekenen: evenwijdige lijnen en on- 
derling loodrechte lijnen: de ge- 
Â wone taluds # en à; den omtrek 
en het oppervlak van een cirkel 
5 Ò in functie van den straal; 
WD SN het ne deel van een rechte lijn 
NN voor eenige waarden van », nl.: 
I—-tgB—l1, £=1l—cot B, 
B C =1 —eotC, t=tg A —3, 
1—sin2B, #=1-—sin2C, enz, 


nt Ot pol 


el 
eel 
| 
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117. Onder den titel: „The Principles of Dynamics” geeft 
Norman Campbell in het Phil. Mag. Jan. 1910, belangrijke 
beschouwingen over absolute en relative beweging. 

Met de vergelijking van Van der Waals als voorbeeld 
bespreekt schr. dat dikwijls verwarring bestaat tusschen 
physische grootheden, en de daarvoor gebruikte maten ; 
toont daarna aan, dat ook bij het spreken over absolute 
en relatieve beweging zulk een verwarring optreedt; en 
doet zien dat voor het definiëeren van de eerste geheel 
andere beschouwingen noodig zijn, dan voor de definitie 
van de tweede. 

Onder den titel: „The aether” in hetzelfde tijdschrift 
komt dezelfde schrijver op tegen de hypothese van het 
bestaan van een aether, welke hij op gelijke lijn stelt met 
„phlogiston” en „warmtestof”. 


118. In „Quelques théorêmes sur les sustentateurs” geeft 
Witold Jarkowski in de Comptes-Rendns van 18 Juli 1910 
de volgende theoretische uitkomsten omtrent helicoptères: 

1. Het actieve gewicht (d.w.z. het gewicht van motor 
en schroeven) is minimum, als het gewicht van de schroeven 
drie vijfden bedraagt van dat van den motor. 

2, Het actieve gewicht neemt sneller toe dan zijn stijg- 
kracht, en voor zekere waarde van dat gewicht is opstijgen - 
onmogelijk. 

5. Het maximum passieve gewicht, dat opgeheven kan 
worden is & van het geheele gewicht, en ongeveer 
van de grootste stijgkracht. 

4. Im een toestel met maximum passief gewicht, is het 
gewicht per paardekracht 1,9 maal het soortelijk gewicht 
van den motor, en de belasting per M? (voor een bepaald 
stelsel schroeven) hangt alleen af van dat soort. gew. en 
is omgekeerd evenredig met de 2e macht daarvan. 

5. Het maximum van de verhouding van het passieve 
gewicht tot het totale gewicht is 48. 

Rotterdam. FJa VAES 


boekhespreking. 


Dr. W. v. D. Woupe. Over elkaar snijdende normalen 
aan een ellipsoïde en een hyperellipsoïde (Froefschrift). 
Deventer, H. ter Braak. 

In dit proefschrift (dat ook door den uitgever in den 
handel is gebracht), worden eenige der belangrijkste eigen- 
schappen voor snijdende normalen langs meetkundigen 
weg afgeleid. 

Tot inleiding dient een bespreking der normalen aan de 
ellips, ’t uitgangspunt wordt gegeven door ’t volgeude: 

Beweegt een punt zich langs een normaal aan een ellips 
en laat men uit dat beweeglijke punt telkens de andere 
normalen op de ellips neer, dan vormen de voetpunten 
een involutie van den derden graad; de verbindingslijnen 
der voetpunten, die door een zelfde uitgangspunt der 
normalen gegeven worden, zijn raaklijnen aan een parabool, 
en de polen dezer verbindingslijnen vormen een gelijkzij- 
dige hyperbool. Hieruit worden eenige bekende stellingen 
van Apollonius, Joachimsthal, Desboves e.a. gevonden. 

Bij de nu volgende ruimtebeschouwingen gaan eenige 
opmerkingen over ’t assenstelsel van een ellipsoïde voorop ; 
onder as wordt verstaan elke lijn, die hare poollijn t.o. v. 
de ellipsoïde loodrecht kruist. Deze assen hebben voor 
’t aangegeven probleem een groote beteekenis, daar de 
voorwaarde, die noodig en voldoende is voor de snijding 
van 2 der normalen aan een ellipsoïde, is: dat de verbin- 
dingslijn hunner voetpunten een as is. 

’t Blijkt nu, dat niet elke vlakke doorsnede eener ellipsoïde 
drie punten bevat, die voetpunten zijn van elkaar in een 
zelfde punt snijdende normalen; bevat echter een vlakke 
doorsnede een dergelijk drietal, dan zal zij oneindig veel 
drietallen van punten bevatten, wier normalen genoemde 
eigenschap bezitten (Desboves). 

De vlakken, wier doorsneden deze eigenschap hebben, 
raken een oppervlak van de vierde klasse; zij zijn ’t eerst 
door Desboves, later door Laguerre e.a. onderzocht, hunne 
polen vormen een oppervlak, door Desboves Surface Nor- 
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mapolaire genoemd, de snijpunten der normalen, wier 
voetpunten in een dezer vlakken liggen, vormen een lijn, 
die Desboves synnormaal noemt. ’t Blijkt, dat elke synnor- 
maal zich op de ellipsoïde projecteert volgens twee ellipsen. 
Een punt wordt nu verplaatst langs een synnormaal en 
dient als uitgangspunt der normalen op de ellipsoïde ; de 
volgende stellingen worden afgeleid: 

„laat men uit een punt 6 normalen op een ellipsoïde neer 
en brengt men door 3 der voetpunten een cirkel en door 
de 3 anderen een tweeden cirkel, dan zijn de beide vierde 
snijpunten dezer cirkels met de ellipsoïde diametraal over- 
gelegen punten”; 

„deze punten veranderen niet als men ’t uitgangspunt 
der normalen verschuift langs de synnormaal, die behoort 
bij de vlakken, waarin de voetpunten liggen”; 

‚de normalen in deze snijpunten zijn evenwijdig aan de 
bedoelde synnormaal”. 

Dit geeft een middel aan om, wanneer 8 punten gegeven 
zijn als voetpunten van normalen, die elkaar in één punt 
snijden, de 8 andere punten te vinden, wier normalen door 
t zelfde punt gaan. 

Hierop volgt een beschouwing over de hyperboloïde, 
die een synnormaal verbindt met de beide ellipsen, die 
hare projectie op de ellipsoïde vormen, eindelijk een twee- 
tal stellingen van Laguerre over de bol, die gebracht kan 
worden door de voetpunten van 4 elkaar in eenzelfde punt 
snijdende normalen. Voor een meetkundige afleiding eener 
stelling van Fontené is nogmaals bewezen een bekende 
stelling van Joachimsthal — over een cirkel, gebracht door 
8 der voetpunten van normalen, die uit eenzelfde punt op 
een ellips zijn neergelaten —, benevens de uitbreiding 
door onzen vaderlandschen wiskundige J. W. Tesch hieraan. 
gegeven. Ten slotte een uitbreiding van eenige hoofd- 
punten van ’t voorafgaande op de vierdimensionale ruimte 
door een beschouwing van ’t assenstelsel en de normalen 
aan een hyperellipsoïde. S. 


GASTON DARBOUX. Biographie, Bibliographie analytique 
dessscrus. 10 Janvier 19105 T&Ers. 

EMILE PicARD. Id. par Ernest Lebon. 1 Juin 1910. Paris, 
Gauthier-Villars. 7 frs. 
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Deze twee deelen van de collectie „Savants du Jour” 
zijn op dezelfde wijze ingericht als dat over Poincaré (zie 
bladz 175 van den vorigen jaargang). 

Het eerstvermelde boek bevat een levensbeschrijving 
met portret; een rapport bij de uitreiking van de prijs 
Petit d'Ormoy aan Darboux; eenige rapporten en analyses 
omtrent en van werken van D.; en daar tusschenin vol- 
ledige opgave van verhandelingen, rapporten, redevoe- 
ringen, enz. Het tweede boek begint ook weder met le- 
vensbeschrijving met portret, een rapport bij de uitreiking 
van de Grand prix des sciences mathématiques, een ana- 
lyse van een zijner werken, een brief en een analyse be- 
treffende een rapport van P. Daartusschen opgave van 
verhandelingen enz, als boven. 


J. H. A. MiArARET. Handleiding tot de praktijk der per- 
spectief, in ’t bijzonder ten gebruike van ingenieurs, van archi- 
tecten en van teekenaars op bouwkundig gebied. Amsterdam 
LG. J- Veen, f-4.50, 

Dit boek richt zich in hoofdzaak tot den bouwkundige, 
die reeds behoorlijk onderlegd is in beschrijvende meet- 
kunde (projectieleer). 

Naast den architect heeft de nn ook het oog op 
den civiel-ingenieur, omdat deze meer en meer optreedt 
als directeur van gemeentewerken, en als zoodanig op de 
verfraaiing eener stad door gebouwen enz. invloed zal 
hebben. 

Vooraan is een opgave geplaatst van SS, die slechts 
doorgelezen behoeven te worden door iemand, die voor een 
enkele maal een perspectiefteekening moet vervaardigen 
(straalmethode) en evenzoo eenige opgaven van SS voor 
het zich eigen maken. van andere methoden. 

Na eenige algemeene beschouwingen over het zien, over 
het verschil tusschen een afbeelding en het voorwerp 
zelve, en over gezichtsbedrog, volgt de algemeene theorie 
der lijnperspectief, waarbij door duidelijke figuren de pers- 
pectief van rechte lijnen en vlakken wordt toegelicht. 
Constructies als: den hoek te bepalen van twee in per- 
spectief gegeven lijnen; in een gegeven vlak een lijn te 
teekenen, die met een gegeven lijn een gegeven hoek 
maakt; enz. doen zien, dat de schrijver de perspectief op- 
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vat als een wetenschappelijk vak. Zeer terecht hecht 
schrijver niet veel aan de bepaling van de assen eener 
ellips (cirkel in persp.), waarop in wiskundige boeken ge- 
woonlijk wel nadruk wordt gelegd; daarentegen maakt 
hij een handig gebruik van het middelpunt. 

Eerst na de algemeene opvatting gaat schrijver over tot 
de perspectief, zooals de praktijk ze gebruikt. Constructies 
in een horizontaal vlak, en in een vertikaal vlak worden 
afzonderlijk besproken. Een afzonderlijk hoofdstuk is ge- 
wijd aan het trekken van lijnen naar een ontoegankelijk 
punt, waarmede men meermalen te maken heeft. Een 
ruime plaats is gegeven aan toepassingen op de bouwkunde, 
waarbij een aantal practische opmerkingen zijn gevoegd, 
en eenige bijzondere handelwijzen zijn besproken. De 
aandacht kan gevestigd worden op het gebruik van een 
kleinere hulpfiguur in een verloren hoek van de teekening 
(waardoor men het gebruik van punten buiten de teeken- 
plank vermijdt), op de verhoudingsmethode, en op een 
vereenvoudigde straalmethode. 

Een paar bladzijden zijn gewijd aan perspectief op ge- 
bogen vlakken (panorama’s), aan perspectief van achter 
den waarnemer gelegen voorwerpen, aan de perspectief 
van den bol, terwijl de toepassing op gewelven de bespre- 
king noodig maakt van doorsnijding van gebogen opper- 
vlakken. 

De schaduwbepaling als noodzakelijk voor den bouw- 
kundige wordt aan de hand van een groot aantal figuren 
besproken, zoowel voor lichamen door platte, als voor zulke 
door gebogen vlakken begrensd. Ook spiegelingen worden 
behandeld. 

Bijzondere toestellen, reliefperspectief, luchtperspectief, 
besluiten de theorie, welke gevolgd wordt door 94 opgaven 
van verschillenden aard. | 

Een klapper maakt het opzoeken van een of ander 
onderwerp gemakkelijk. 


GRAEBER. Zur Zylinder und Kugelberechnung. Beilage 
zum Jahresbericht des Kgl. Friedrich-Wilhelms-Gymnasium 
zu Kotbus, Ostern 1907. *) 


“_#) Zie bladz. 257, Gen jrg. 
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Hierin wordt oppervlak en inhoud berekend van 
1. den cilinderhoef met een halven cirkel tot grondvlak ; 


De is een Cirkelseoments. N S 
Di, ú -sector ; 

4, het 5 -segment ; 

5. den ie -schijf. 


Dit wordt uitgebreid voor de gevallen, dat het grondvlak 
een deel is van ellips, hyperbool of parabool. 

Van eenige figuren en lichamen wordt het zwaartepunt 
bepaald. | 

De cilinderhoef wordt gebruikt voor de bepaling van 
„den inhoud van het stuk, dat twee elkander doorsnijdende 
cilinders gemeen hebben. 

Van den bol en andere omwentelingslichamen wordt de 
inhoud en van laatstgenoemde ook het zwaartepunt bepaald. 


G. COMBEBIAC. Les actions à distance. Collection Scientia 
No. 30. Paris, Gauthier-Villars, 1910, 2 frs. 

De titel doet een studie van natuurkundigen aard ver- 
wachten; de inhoud behoort dan ook tot het gebied der 
wiskundige natuurkunde. 

Het onderzoek van den druk op een in een niet-draaiende 
vloeistof gedompeld lichaam, gaat vooraf aan dat van de 
onderlinge werking van pulseerende bollen, die in een 
onsamendrukbare vloeistof gedompeld zijn; bevonden wordt, 
dat de beweging oorzaak is, dat deze elkander kunnen aan- 
trekken met een kracht omgekeerd evenredig met de tweede 
macht van den afstand. Deze laatste uitkomst is ontleend 
aan de studies van V. Bjerknes, Vorlesungen über hydro- 
dynamische Fernkräfte, ter wijl het volgende hoofdstuk, (over 
bollen, die een weinig samendrukbaar zijn) ontleend is aan 
A. Korn, Kine Theorie der Gravitation und der Eleetrischen 
Erscheinungen, en Eine mechanische Theorie der Reibung. 
In dat hoofdstuk is een verklaring opgenomen van de 
zwaartekracht volgens Korn. De schrijver heeft zich ten 
doel gesteld, dergelijke studies, die nog niet in het fransch 
vertaald waren, te doen kennen aan zijn landgenooten. 

Analogie tusschen hydrodynamische en electrodynamische 
verschijnselen leidt tot, een onderzoek in hoeverre alge- 
meene formules van Neumann van nut kunnen zijn. 
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In het laatste hoofdstuk breekt de schrijver een lans 
voor het goede recht der verklaring van physische ver- 
schijnselen door mechanica, tegenover de opva'tingen van 
Duhem. Een drietal bladzijden over quaternions vormen 
het slot. 


Logarithmisch verdeeld papier. Door de firma Schleichet 
und Schüll in Düren (Rheinland) worden twee soorten 
gequadrilleerd papier in den handel gebracht. Het eerste 
is in de eene richting logarithmisch, in de andere regel- 
matig verdeeld; het andere is in beide richtingen logarith- 
misch verdeeld. 

Zulke papieren bestonden wel reeds in Engeland, doch 
waren vrij kostbaar. 

Welke vereenvoudiging zulke papieren kunnen geven, 
blijkt duidelijk als men nagaat, dat de hyperbool 

x ne ed 
op het in beide richtingen verdeelde papier een rechte 
lijn wordt, nl. 
« log #42 log y =log y, 
of aXtY=y 
terwijl de logarithmische lijn, of de e-kromme op het andere 
papier eveneens rechte lijnen worden, daar 


ES ge 
te schrijven is log y =log a+ ka log e 
of Y=etmX. 
Vooral voor natuurkundigen en technici kan het papier 
van nut zijn. F.J VAES: 


VRAKGOTOKKEN 


(Oplossingen kunnen worden ingezonden aan den Hoofd-redac- 
teur voor 25 Febr. 1911. Nieuwe opgaven, vergezeld van de 
oplossingen, worden gaarne ingewacht. 

Verzoeke het papier slechts aan één kant te beschrijven, en 
voor elke oplossing, en elke nieuwe opgave een afzonderlijk vel 
papier te nemen). 
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Inzenders van nieuwe opgaven zouden de redactie veel moeite 
besparen door: 

le onder elke opgave hun naam en woonplaats te schrijven, 
dan een ruimte van 6 of 8 cM open te laten ; 

2e daarnd hun oplossing te laten volgen met opschrift : op- 
lossing van ...; 

de boven de oplossing te schrijven : (Met ... fig.) als dit het 
geval is, en de figuren op een afzonderlijk blad bij te voegen, 
elk voorzien van naam en volgnummer. 

Inzenders van oplossingen zouden eveneens de redactie tege- 
moet komen door te handelen volgens 2e en Se. 


ll. Een drievlakkenhoek construeeren, gegeven de 
middens (bissectrices) der zijden. 
’s Hertogenbosch. C. A. CIKOT. 


512. Voor een ellipsoïde den kleinsten hoek bepalen 
dien een middellijn maakt met het verwante diametrale 
vlak. GAS GEKOT: 


513. Van alle vierhoeken, die de middens van drie 
hunner zijden in drie gegeven punten hebben, dien met 
minimumomtrek te bepalen. Gs Arr CIKOT: 


314. Gevraagd wordt op een rechthoekig stelsel een 
ruimtekromme, waarvan de XY proj. een binomische hy- 
perbool #y? +y? =2, de XZ proj. een parabool, en de YZ 
proj. een gelijkzijdige hyperbool is: «, y en z functies van 
eenzelfde veranderlijke parameter. 

Breda. W. N. LEHEUX. 


815. Op een hellend vlak « ligt een wig met den top- 
hoek @ naar het hoogste punt der helling gekeerd. Op 
den wig ligt een cilinder. Wig en cilinder zijn even zwaar 
(G KG). De wig wordt door een constante kracht 2G, even- 
wijdig aan het hellend vlak, omhoog getrokken. De as 
van den cilinder is horizontaal en loodrecht op de lijn van 
grootste helling. Welke beweging verkrijgt de cilinder, 
als tusschen wig en hellend vlak geen wrijving is, terwijl 
de coëfficiënt der wrijving voor wig en cilinder —= f? 
Neem ten slotte « —= (3. 

Rotterdam. J. v. ROON. 
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816. Een driehoek te beschrijven waarvan de middel- 
punten O, Ten Ia van de om-, in- en aangeschreven cirkels 
gegeven zijn. Dr.J ROSE: 

Chimay (België). 


Bl7. Gegeven zijn 2 loodrechte assen OX en OY en een 
punt P. Een rechte hoek, met den top in P, draait om zijn 
toppunt, en snijdt de assen in A en B. 

Bewijs le. dat de middens van AB op één rechte liggen. 

Zoek 2e. de omhullende van AB. 

Katwijk a. Rijn. J. TUMMERS. 


518. Gegeven een kegelsnede K. Met het middelpunt 
van K als top worden op een der assen van K 2 tegenge- 
stelde parabolen met gelijken parameter beschreven. 
Bewijs, dat de poollijnen van een willekeurig punt in ’t platte 
vlak t.a. der twee parabolen, K steeds in 4 concyclische 
punten snijden. J. TUMMERS. 


519. Een ongelijkbeenige driehoek met 2 gelijke buiten- 
bissectrices en meetbare getallen voor de zijden is on- 
mogelijk. 

’s Hertogenbosch, J. N. VISSCHERS. 


820. Uit ’t hoekpunt C van A ABC laat men een lood- 
lijn CD = h neer op AB. Is nu r de straal van den inge- 
schreven cirkel van A ABC, r, die van A ACD en r‚die 
van A BCD dan heeft men 

Psn dl 
rr, d-r,=h 
vierge 
naar gelang Z C stomp, recht of scherp is. 
J. N. VISSCHERS. 
21. Te integreeren: 


3 2 yen 
zi + A aa + Ia (2 + Bar) GHZ 18 4-Oat)y=Ge a 
Utrecht. DR. WERNDLY. 


322. Construeer 2 elkander rechthoekig snijdende cir- 
kels, alsgegeven zijn, een hunner snijpunten, hunne snijlijn 
en op elk der ecirkelomtrekken een punt. 

Zoeterwoude. J. A. WESTENBROEK. 


Ù 


823. Twee opvolgende termen van de reeks a, a, .. 
4. ……….… voldoen aan de betrekking 


n 
En Rn el: 
nil 2n—a, 


Gevraagd te bewijzen : 


Aj dz dz A ij 
et de el ES EIN 
n= Ee wii 
Nijmegen. J.J. C. WESTENDORP. 


924, Te bepalen Lim Vv n | T_sin?t «de. 
n=e0 0 
J. J. C, WESTENDORP. 


825. De kromme xt—2y? — 3y?—2o? +1=0 bevat 
drie gesloten gedeelten. Het oppervlak van elk der dee- 
len te berekenen. J. J. C. WESTENDORP. 


\raag en Antwoord. 


Vraag 40. Men zegt, dat Napoleon 1 veel ophad met de 
meetkunde van Mascheronien een oplossing gevonden 
had van het vraagstuk in een cirkel de hoekpunten van 
een vierkant te teekenen alleen met behulp van een passer. 

Waar is hierover iets naders te vinden ? 


Vraag 41. Gaarne ontving ik met behulp der lagere wis- 
kunde een oplossing van het 3le vraagstuk van Stelkunde 
opgegeven bij het laatste examen L.O. Wiskunde te 
Batavia, luidende: 

De omtrekken van 3 concentrische cirkels zijn lang 7,8 
en 10 dM. Langs de omtrekken bewegen zich in dezelfde 
richting punten met snelheden resp. van 2, 3 en 4 dM per 
seconde. Wanneer de punten zich op zeker tijdstip op een 
gemeenschappelijken straal der 3 cirkels bevinden, wordt 
gevraagd te berekenen, hoeveel seconden later zij zich voor 
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de eerste maal wederom op een rechte lijn bevinden. Welke 
is deze rechte lijn, en waar bevindt zich elk dezer punten ? 
S. te ’s-Gr. 


Vraag 42. Wanneer men uitkomsten van proefnemingen 
— welke ook — vergelijkt met de theoretische waarschijn- 
lijkheidskromme, dan blijkt er steeds afwijking te zijn. Dit 
kan niet geweten worden aan het benaderen van waarden 
bij de afleiding. (Zie bijv. Grotendorst, waarschijnlijkheids- 
rekening, 2e druk, bl. 72). 

Moet men dus onderstellen dat de theorie niet geheel 
juist is ? R. 


Vraag 43. Hoe komen de h.h. Derksen en de Laive aan 
het woord ilatie-teeken 2 SPEER 

Antwoord. De heer de Laive schrijft ons, dat dit woord 
ingevoerd werd door Dr, J. G. van Deventer. (De vriend 
der Wiskunde, 1887) om aan te duiden, dat # y z betee- 
kende «@ honderdtallen, y tientallen, z eenheden. Hij schrijft 


dit dan Ale Het woord is ontleend aan het Grieksch; 
ülloo beteekent o. m. tezamen nemen. 

Zeker heeft een dergelijk teeken nut, waardoor toch alle 
dubbelzinnigheid vermeden wordt. Maar zou de naam niet 
duidelijker gekozen kunnen worden b.v. getalteeken ? Wie 
geeft een beter Nederlandsch woord? Q. 


Vraag 44. Waar zijn de wiskundige geschriften van 
Sully Prudhamme te vinden ? Rs fOse 

Antwoord. Deze bestaan slechts in handschrift. $. P. 
heeft geschreven over de grondslagen der meetkunde, 
maar als een amateur, die noch Lobatchefsky noch Bolyat 
kende. 

Poincaré, die de geschriften besprak in de Revue Gén. des 
Se. 1909, No. 15, acht het onmogelijk ze te publiceeren, 
Het was dan ook maar liefhebberijwerk van den dichter, 
die in zijne jonge jaren voor de Ecole Polytechnique be- 
stemd was. 


Vraag 45. Waar vind ik geschikte vraagstukken over 
het regelm. 12-vlak. DOCENT te A, 
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Antwoord. Voor het onderwijs kunnen onze verzamelaars, 
heel wat vinden in: Das regelmäszige Dodekaeder und Iko- 
saeder von Prof. Dr. Reim. Schweidnitz 1907. Q. 


Vraag 46. Welke buitenlandsche werken bestaan er 
over boldriehoeksmeting ? R. te A, 
Antwoord. 1. J.M’Clellands and Thomas Preston. Trea- 
tise on Spherical Trigonometry. London, Mac Millan, 1890, 
HEE. Wie der lezers kan dit aanvullen ? 


Vraag 47. Wat verstaat men onder benaderingscon- 
structies van regelmatige veelvlakken? (Zie bladz. 227, 
deel IT, van het Rapport der Ineenschakelingscommissie). 


Nieuw verschenen werken.’ 


(Door de Redactie ontvangen.) 


Uitgave van de Java’sche Boekhandel en Drukkerij, Batavia. 
L. J. HARMSEN. Berekeningen in de Levensverzekering- 
Wiskunde op te bouwen uit het Verleden. 1909. 


Uitgave van J. B. Wolters, Groningen. 
L. BĲ DE LEY. Theorie-vraagstukken over de rekenkunde. 
Bij het Leerboek en het Beknopte leerboek der reken- 
kunde 1910. 1e stukje f 0,25, Ze stukje f 0,25. 


Uitgave van C. A. J. van Dishoeck te Bussum. 


W. DE GROOT en J. PEPER. Practisch Handelsrekenen. 
Leerboek ten gebruike bij het Onderwijs in handelsreke- 
nen aan lagere handelsscholen, handelscursussen, her- 
halingsscholen, enz. en voor zelfstudie. Met modellen. 
1910. f125. Gebonden f 1,60. Antwoorden van het eerste 
deel 1910 f 0,20, 


*) Van Hollandsche Schoolboeken wordt geen recensie gegeven, 
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Uitgave van Gauthier-Villars, Faris. 


EMILE PICARD. Biographie, Bibliographie analytique des 
écrits par Ernest Lebon. Collection: Savants du Jour. 
1910, 7 frs. 

GASTON DARBOUX Biographie, enz. als voren. 7 frs. 

G. COMBEBIAC. Les actions à distance. Collection Scientia 
No. 30. 1910. 2 frs. 


Uitgave van Boymans’ Boekhandel (Terneden), Rotterdam. 

F, J. VAES. Technische Onderwerpen No. 1. Ten gebruike 
aan Middelbare technische scholen, ambachtsscholen, 
burgeravondscholen en machinistencursussen : voor bouw- 
en werktuigkundigen. Arbeid, wrijving ; katrollen, takels, 
enz. 1910, f 0,90. Antwoorden f 0,25. 


Uitgave van P. Visser Azn, Haarlem. 


R. H. F. SIKKES. Het regelmatig Toovervierkant. Over- 
druk uit W. T. 1910. f 1,25. 


Ook ontving de Redactie : 

Proefschrift van den heer H, H. NIESEN. De meetkundige 
plaats der keerpunten in een drievoudig oneindig lineair 
stelsel van krommen van den derden graad door zes 
bestaanbare basispunten (1910, Groningen.) 
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De diseussie der lenzenformole 


DOOR 


Dr. J. GEEST, (Gouda). 


Bij de behandeling van het hoofdstuk „Spiegels en Lenzen” 
maak ik bij mijn onderwijs met veel vrucht gebruik van 
een meetkundige voorstelling, die ik in geen enkel leer- 
boek op de H.B.S. in gebruik heb aangetroffen en waarvan 
ik het idee ontleend heb aan P. Drude, Lehrbuch der Optik. 
Hier wordt ze echter slechts terloops genoemd terwijl ook 
de bekende leerboeken van Müller-Pouillet en Wüllner 
haar niet vermelden. Daar ik veronderstellen mag dat 
deze constructie niet algemeen bekend is, zij het mij ver- 
gund haar in het kort uiteen te zetten. 

Bij geschikte keuze der teekens kan men de formule 
voor de beeldvorming door spherische spiegels en lenzen 
brengen onder den vorm dl J—==1. Deze formule kan 

1 2 
als een bijzonder geval beschouwd worden van de meer 


Add 


algemeene Ë De —=l1, welke geldt voor het geval van 
1 2 

breking door een enkel bolvormig grensvlak. De brand- 
puntsafstanden f, en f, hebben altijd hetzelfde teeken ; 
het teeken is positief voor convergeerende, negatief voor 
divergeerende stelsels. Verder bestaat de betrekking 
kt als »,‚ en »‚ de (absolute) brekingsindices zijn der 
2 2 

eerste resp. tweede middenstof. Voor spiegels en lenzen is 
f‚=fs==f te stellen. De coördinaten p, en p» zijn de 
afstanden van licht- en beeldpunt !) tot het grensvlak resp. 
optisch middelpunt; eene negatieve waarde van p, wijst 
op een virtueel beeld. Als formules voor de lineaire ver- 
grooting behooren hierbij 


1) Voor lichtpunt resp. beeldpunt kan ook gelezen worden voorwerp 
en beeld; alleen in ’t laatste geval is natuurlijk sprake van lineaire ver- 
grooting. 
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Wij kunnen hieraan nog toevoegen de formule voor de 
angulaire vergrooting f 
deal 
ang. (De 
ofschoon deze gewoonlijk op de H.B.S. niet zal worden 
genoemd. Ik schrijf hier de formules, zooals ze het ge mak- 
kelijkst uit een figuur worden gevonden. ’t Is echter niet 
moeilijk daarnaast nog af te leiden 


END ar eDE Vv mn f: Oran 
lin. [ADDED ang. Pe—fs fas 
waaruit een bekende betrekking tusschen V.. en V 
lin. ang. 


volgt. 

In plaats van p,‚ en p‚ kan men ook als coördinaten in- 
voeren de afstanden #, en x, van licht- en beeldpunt tot 
het eerste resp. tweede brandpunt. De formules luiden dan 


gn Se EE 
viele Vian fame B RN 


Het verband met de vorige wordt aangewezen door de 
betrekkingen : 


L =D fi Ly =De — fz 


2 De bij elkaar hoorende waarden van 
| pi en pz, #, en v‚ alsmede de lineaire 
en angulaire vergrooting kunnen nu op 
eenvoudige wijze worden afgeleid uit 
een figuur, die als volgt wordt verkre- 
gen (Fig. 1). 
Wij nemen een rechthoekig assen- 
Fig. 1. stelsel aan met een p,‚-en ps-as, en tee- 
kenen het punt F (f,,f‚). Elke rechte lijn door F getrokken 
snijdt de assen in punten P, en P, zoodanig, dat OP, =p, 
en OP, =p; Noemen we verder de projecties van F op 
de assen F, en F,, dan is tevens F‚P,‚ =«,,en F,P, = 3, 
terwijl de lineaire vergrooting gelijk is aan een der ver- 
aPs OF, 
houdingen OF, of FP,’ 
aan De =tgOP,P, Door de lijn om het punt F te laten 


de angulaire vergrooting gelijk 
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draaien kunnen alle mogelijke bijzonderheden direct uit de 
figuur worden afgelezen. De hier geteekende figuur geldt 
voor een convergeerend stelsel (f, en f, > 0); voor een 
divergeerend stelsel komt F natuurlijk in het derde qua- 
drant te liggen. 


Fig. 2 Fie. 3 

Fig. 2 en Fig. 3 hebben verder betrekking op het geval 
fa fs—f, de eerste voor f) 0 (holle spiegels, bolle lenzen), 
de tweede voor f <0 (bolle spiegels, holle lenzen). 

In deze figuren zijn de punten M,‚ en M, zoodanig ge- 
kozen, dat OM, = OM, ==? f. Voor spiegels vallen voorwerp- 
en beeldruimte samen, dus zijn F‚ en F,, zoo ook M,‚ en 
M, identiek. Ik wil me bepalen tot de nadere discussie 
van Fig. 2. Vermelden we eerst de bijzondere gevallen. 

Heeft de beweeglijke lijn een stand // p‚-as, dan snijdt 
ze de p‚-as in F,; dit leert ons: bij ’t oneindig ver gelegen 
lichtpunt hoort als beeldpunt *) het tweede brandpunt 
(stand I). 

Gaat de lijn door M‚ dan gaat ze ook door M, en maakt 
met beide assen hoeken van 45°; de vergrooting is dan = 1 
terwijl voorwerp en beeld *) even ver van het grensvlak 
resp. optisch middelpunt verwijderd zijn (stand II), 

Gaat de lijn door PF, dan loopt ze evenwijdig aan de 
Ps-as m.a.w. als ’t lichtpunt *) in ’t eerste brandpunt is 
gelegen, treden de stralen evenwijdig uit (stand [II). 

Gaat de lijn door O dan beteekent dit dat licht- en beeld- 
punt *) samenvallen in ’t grensvlak resp. optisch middelpunt 
(stand IV). 

De overgang van stand I tot stand II leert: nadert het 
voorwerp *) van ’t oneindige tot dubbelen brandpuntsaf- 


1) Zie noot op bladz. 8l. 
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stand, dan gaat het beeld!) van het tweede brand punts- 
afstand. De vergrooting ®) is (1. 

De overgang van stand II tot stand III leert : verplaatst 
zich het voorwerp!) van dubbelen brandpuntsafstand tot 
het eerste brandpunt, dan gaat het beeld *) van dubbelen 
brandpuntsafstand naar ’t oneindige. De vergrooting *) 
iss) 1. 

De overgang van stand III naar stand IV leert : ligt het 
voorwerp *) binnen brandpunts-afstand dan wordt het 
beeld *) virtueel (p, negatief); de vergrooting °) is ) 1. 

De overgang van stand IV naar stand l leert: bij een 
virtueel voorwerp *) behoort steeds een reëel beeld *), ge- 
legen tusschen het grensvlak (optisch middelpunt) en het 
tweede brandpunt. De vergrooting ®) is { 1. 

Of het beeld rechtopstaand of omgekeerd is, kan ook 
nog uit de figuur worden gezien als men bedenkt dat voor 
het eerste noodig is : bij spiegels, dat voorwerp en beeld aan 
denzelfden kant van ’t krommingsmiddelpunt M; bij lenzen, 
dat ze aan dezelfde zijde van ’t optisch middelpunt O zijn 


gelegen. 
NASCHRIFT. 


Door J. D. v. d. Plaats is een andere constructie beschre- 
ven (Ann. der Physik (4) 5, p. 782, 1901), welke door hem 
op zijne voorlezingen sedert 1878 werd toegepast. Zij komt 
neer op ’t volgende: teeken drie assen die hoeken van 
60° insluiten en zet op de middelste as een stuk OP uit 
gelijk aan den brandpuntsafstand (met inachtneming van 
het teeken). Elke lijn door F getrokken snijdt de beide 
andere assen in punten P, en P, zoodanig dat OP, =p, 
en OP, =ps. De vergrooting is nu gelijk aan de verhou- 
dinerOB 0E 

Voor het geval van breking tegen een enkel grensvlak, 
waar we dus met twee verschillende brandpuntsafstanden 
te doen hebben, wordt de constructie iets minder eenvoudig. 

Voor nadere bijzonderheden wordt de lezer naar het 
oorspronkelijke artikel verwezen. ®) 


1) Zie noot op bladz 81. 

“) Hiermee wordt de lineaire vergrooting bedoeld. 

3) Die constructie komt ook voor in het Leerboek der Natuurkunde 
van C. Krediet, en in Traité de Nomographie van M. d'Ocagne. Red. 
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[sotrope Punten 


DOOR 


J. M. HILLENIUS, (Schiedam). 


S 1. Het is bekend, dat men de richtingen der beide 
oneindig verre punten van een kegelsnede vindt, door de 
termen van den tweeden graad nul te stellen. Passen we 
dit toe op den cirkel. Men zal dan blijkbaar onbestaan- 
bare punten moeten vinden. Indien het assenstelsel recht- 
hoekig is, dan is de algemeene vergelijking van den cirkel : 

ny +2De2EytE=0. 

De oneindig verre punten worden dus gegeven door 


1E lik VAL LE PA AE 
of de richtingscoëfficiënt m invoerende: 
We ET Mo ke) 
De wortels dezer vergelijking zijn 
nn (3) 


Hieruit blijkt, dat alle cerkels ineen plat vlak dezelfde onein- 
dig verre punten hebben. Deze punten heeten {isotrope of abso- 
lute punten, ook wel cirkelpunten. De richtingen m= +? 
heeten isotrope richtingen; lijnen, die een dezer richtingen 
hebben zsotrope lijnen. 

Het is bekend, dat twee kegelsneden 4 snijpunten ge- 
meen hebben. Indien het twee cirkels zijn, dan is het nu 
begrijpelijk, waarom er hoogstens 2 der 4 snijpunten be- 
staanbaar kunnen zijn: er liggen altijd 2 onbestaanbare 
snijpunten, de isotrope punten, in het oneindige. 

Wij zijn uitgegaan van een willekeurig rechthoekig 
assenstelsel. De richtingen m =d zijn dus de richtingen 
der isotrope punten, welk assenstelsel, mits rechthoekig, 
men ook gebruikt. Dit zal in S$ 2 nog nader bevestigd 
worden. 

Onderzoeken we nu de richtingscoëfficiënten der isotrope 
richtingen op een scheef hoekig assenstelsel met ass enhoek 6. 

De algemeene vergelijking van den cirkel is nu: 

a +2 ay eos ddy? + 2D oJ 2Ey F = 0. 
De oneindig verre punten worden dus gegeven door 
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nrd 2oyeosddyr=0r 

of de richtingscoëfficiënt m invoerende: 
14-2m cos B Jm? =0O et 

De wortels dezer vergelijking zijn _ 
M= —COSG HELSING 

Voor # — 5 herleidt dit zich weer tot 
MEREL ern 


S 2, 1°. Gevraagd de hoek V tusschen een isotrope 
richting en de richting mm : 

a (— cos 9 + d sin 4 —m) sin Ets 
_14(-—eos 4d sin Bm (—eos 4+isin 44m)eoss 7 

Een isotrope richting maakt met iedere andere richting een 
hoek B tgí. 

Hieruit blijkt, dat op elk rechthoekig assenstelsel een 
isotrope lijn een hoek Btg +4 met de x-as maakt, en de 
richtingscoëfficiënt bij een rechthoekig stelsel is + 4, het- 
geen we reeds in $ 1 gevonden hadden. 


Is m=—cos std sin 6, dan wordt blijkbaar 
0 
LEN 0: 


Hen isotrope lijn maakt met zich zelf alle mogelijke hoeken. 
Zoo staat bv. een isotrope lijn ook loodrecht op zichzelf. 
Dit voert men wel eens als bepaling van isotrope richting 
in. Twee richtingen m en m’ zijn onderling loodrecht, indien 

1 4 mm’ + (m Jm’) COS 4 —= 0. 
Stelt men nu m == m’ dan vindt men weder 
1 42m eos sd d-mt == eer EN 

20, Gevraagd de afstand d van een punt («,,y,) tot 
de isotrope lijn y=(—ecos4-i sin 6) Jk: 
jn [y‚ —(—ecos 4 isind) ax, Jk] 

+ WCOs?4—sin?4F2i sin 4 COS 9J1—2C08*4+ Zi sin 4COSI 
_ [y, —(—ecosdt-isin6) xv, +k] 
0 


IGOR 


De afstand van een punt tot een isotrope lijn is oneindig groot. 

Ligt het punt echter zelf op de isotrope lijn, dan wordt 
ook de teller nul. 

De afstand van een punt op een isotrope lijn tot die Tij ijn zelf 
is onbepaald. 


81 


8%. Gevraagd de meetkundige plaats van de punten op 
afstand nul gelegen van een (bestaanbaar of onbestaanbaar) 
punt (x,,y,), ma.w. de cirkel met straal nul en middelpunt 
(ei yi). (Nulcirkel). 

0) Jy yi)? +2) (y — yi) COS 6 =O. 

Het eerste lid is ontbindbaar : 

Wy yi) —(e — wi) (— COS 4 Hd Sin 6)] 
(yy) @—r) (Cos 4 —i sin 6)| =0, 
zoodat men ontaarding heeft in de beide lijnen: 
YY =(—e0s 4 + isin 6) (@ —x,) 
YY, =(—COs 4 —i sin 6) (a — £4). 

Dit zijn de beide isotrope lijnen door het punt (@, ,y‚). 

De beide isotrope lijnen door een punt vormen een cirkel met 
straal nul en met dat punt tot middelpunt. 

Zoo stellen (1) en (la) den nulcirkel met den oorsprong 
tot middelpunt voor, resp. bij recht- en scheefhoekig stelsel. 

Uit het bovenstaande volgt tevens: 

De afstand van 2 punten op eenzelfde isotrope lijn is nul. 

Want de nulcirkel met het eene punt tot middelpunt 
gaat door het andere punt. 


S3. De vergelijkingen der isotrope punten in Plücker- 
sche coördinaten (zie S 10 bij „Plückersche coördinaten”) 
zijn blijkbaar 

ud (—COs4-isind)v= 0 
of gecombineerd 


Ue COS Adv ezOkee n  eernkd) 
dus op rechthoekig stelsel 
JE AE Er EE 7D 


S 4. Het is bekend, dat de lijnen L,—A L, == Oen L, + AL, 
=—=0 harmonisch gelegen zijn ten opzichte van L, =0 en 


L, =0. Stelt men L, Zy, Lb, Za, A Zi, (c mn a) dan 


Oe 
PA 


vindt men, dat de beide dsotrope lijnen gaande door het snijpunt 
van 2 onderling loodrechte lijnen, harmonisch ten opzichte van 
deze gelegen zijn. Dan liggen dus de onderling loodrechte lijnen 
ook harmonisch ten opzichte van de isotrope lijnen. Op de 
oneindig verre lijn liggen dus 2 punten, behoorende bij 2 onder- 
ling loodrechte richtingen, harmonisch ten opzichte der beide 
vsotrope punten. 
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Men kan ook bewijzen, dat, indien twee lijnen harmonisch 
liggen ten opzichte van 2 isotrope lijnen, de eerste 2 lijnen onder- 
ling loodrecht zijn. 

Bij een rechthoekig assenstelsel zijn nl. harmonisch toe- 
gevoegd ten opzichte van y—ir=0 en yt-i=0: 

yin Aly dir) =0 en yin — Aly dir) =0. 

De beide richtingscoëfficiënten zijn 


tl 4) AN 
Ake HL keen 
Blijkbaar is nu m‚m, =—l.g.e.d. 


Indien men op een rechte lijn de punten twee aan twee 
zoodanig combineert, dat zij harmonisch gelegen zijn ten 
opzichte van 2 punten A en B, dan heeft men, zooals be- 
kend mag worden ondersteld, een punteninvolutie met A 
en B tot dubbelpunten. 

Eveneens, indien men in een stralenbundel de stralen 
twee aan twee zoodanig combineert, dat zij harmonisch 
gelegen zijn ten opzichte van 2 stralen a en b, dan heeft 
men een straleninvolutie met a en b tot dubbelstralen. 

Uit net bovenstaande volgt nu: 

Indien men in een stralenbundel telkens 2 stralen, die 
onderling loodrecht zijn, combineert, dan heeft men een 
straleninvolutie met de beide isotrope stralen tot dubbelstralen. 

Indien men op de oneindig verre lijn telkens de 2 punten, 
behoorende bij onderling loodrechte richtingen, combineert, 
dan heeft men een punteninvolutie met de beide isotrope 
punten tot dubbelpunten. 


85. Gaan we nu de meetkundige plaats van alle iso- 
trope punten van de verschillende vlakken in de ruimte 
na. Het is bekend, dat men de richtingen der oneindig 
verre punten van een kwadratisch oppervlak vindt, door 
de termen van den tweeden graad nul te stellen. Passen 
wij dit toe op den bol. Men zal dan blijkbaar onbestaan- 
bare punten moeten vinden. Indien het assenstelsel recht- 
hoekig is, dan is de algemeene vergelijking van den bol: 

edy? Hz? Carty tzt Dl. 

De oneindig verre punten worden dus gegeven door 

den kegel: 


ni ytet0 
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welke blijkbaar een bol met straal nul en met den oorsprong 
tot middelpunt voorstelt. 

Hieruit volgt reeds dat alle bollen de doorsnede met 
het oneindig verre vlak gemeen hebben. 

Indien men nu een bol snijdt door een willekeurig plat 
vlak, dan zal de bol volgens een (bestaanbaren of onbe- 
staanbaren) cirkel, de doorsnede van den bol met het oneindig 
verre vlak dus in de beide oneindig verre punten van dien 
cirkel (dus in dsotrope punten) gesneden worden. 

Hieruit volgt, dat de punten van de aan alle bollen ge- 
meenschappelijke doorsneden met het vlak in het oneindige 
zijn de isotrope punten, gelegen in de ruimte. Deze door- 
snede heet zsotrope of absolute cirkel. 

Het is bekend, dat twee kwadratische oppervlakken een 
ruimtekromme van den vierden graad gemeen hebben, 
welke, zoo de beide oppervlakken één vlakke kegelsnede 
gemeen hebben, ontaardt in twee vlakke kegelsneden. 

Twee bollen nu hebben immer één vlakke kegelsnede 
gemeen, nl. den isotropen cirkel. Er is dus een 2e gemeen- 
schappelijke vlakke kegelsnede; vlakke doorsneden van 
een bol zijn (bestaanbare of onbestaanbare) cirkels, dus 
hebben 2 bollen in het eindige immer een cirkel gemeen: 
een bekend resultaat, nu in overeenstemming gebracht 
met de eigenschappen der algemeene kwadratische opper- 
vlakken. 


S6. We zullen de theorie der isotrope punten op eenige 
speciale onderwerpen gaan toepassen. 

Het is bekend, dat alle kegelsneden, die twee aan twee 
homothetisch (d. w. z. gelijkvormig en gelijkstandig) zijn 
en door 2 vaste (bestaanbare of toegevoegd onbestaanbare) 
punten gaan, een bundel vormen, waarvan de basispunten 
twee oneindig verre punten en de twee vaste punten in 
het eindige zijn. Is de verbindingslijn der vaste punten 
L=0, en een der kegelsneden S=0, dan is de vergelij- 
king van den bundel 


SAL =0. 
Indien S=0 nu een cirkel C=0 is, dan worden alle 
individuën van den bundel cirkels. Men heeft dan een 
cirkelbundel, met de beide isotrope punten en de twee 
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vaste punten in het eindige als basispunten; de lijn L=0 
wordt de aan alle individuën gemeenschappelijke machtlijn. 

Een stelsel homothetische concentrische kegelsneden is 
een bundel, welke ook als schaar kan worden beschouwd 
(bundelschaar; de vier basisraaklijnen van de schaar zijn 
twee aan twee samengevallen in de asymptoten), waarvan 
de basispunten 2 aan 2 zijn samengevallen en in het on- 
eindige liggen. Is een der kegelsneden S=—=0, dan is de 
vergelijking van den bundelschaar S+A==0. Indien nu 
S=0 een cirkel C=0 is, dan wordt de bundelschaar een 
stelsel concentrische cirkels. Zij hebben in de isotrope punten 
allen dezelfde 2 raaklijnen (asymptoten). 

Dat een stelsel concentrische cirkels tot het bundeltype 
SJ A=0 behoort, blijkt uit de vergelijking 

(a — a)? + (y —b)? HA=0, 

waarin A veranderlijk is en het tegengestelde van het 
kwadraat van den straal voorstelt. De kegelsnede S= 0 
ontaardt hier in de beide isotrope lijnen door het punt 
(a, b), welke de aan alle individuën gemeenschappelijke 
asymptoten vormen. 

Op deze bundelschaar komen we in $ 8 terug. 


8 1. Het is bekend, dat de raaklijnen metshiehnns m 
aan de ellips 


zijn y—=maetla?m? 4 b?. Neemt men nu m==i, dan 
vindt men dus de beide isotrope raaklijnen van de eerste 
soort, voor m==—i die van de 2e soort. Zij worden alle 
vier voorgesteld door 
y=tiedt ice 

waarin c =W a? —b?. 

Snijdt men deze lijnen met de groote as (y= 0), dan 
vindt men de beide brandpunten «== + c. 

Snijdt men ze met de kleine as (@—=0), dan vindt men 
de beide punten y=tic, welke de onbestaanbare brand- 
punten van de ellips heeten. 


2 2 
Bij de hyperbool De een, — 1=0 vindt men hetzelfde. 


Stelt men c == a?+b?, dan vindt men op dezelfde 
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wijze, dat de 4 isotrope raaklijnen de symmetrie-assen 
snijden in de bestaanbare brandpunten y =0, # = + c en 
in de onbestaanbare brandpunten a =0, y= + ic. 

Bij de parabool y? —2p#=0 is de raaklijn in het eindige 


met richting m de lijn y= me + de De 2 isotrope raak- 


lijnen worden y= wij, en snijden de as y=0 in het 
p 


brandpunt « = 5 Over onbestaanbare brandpunten zal 


straks gesproken worden. 

Een algemeener definitie voor brandpunt, dan die welke 
in den regel gegeven wordt, is: 

Onder de brandpunten van een kromme verstaat men de 
snijp.nten der isotrope raaklijnen. Deze definitie gaat ook 
door voor hoogeregraadskrommen. Het is bekend, dat 
men in het algemeen aan een kromme van den nen graad 
uit een punt (dus ook uit een oneindig ver gelegen punt) 
n(n— 1) raaklijnen kan trekken. Uit elk isotroop punt kan 
men dus „(n—l) raaklijnen trekken, welke de n (n — 1) 
raaklijnen uit het andere isotrope punt getrokken snijden 
in n° (n —1)? brandpunten, waarvan er n (n — 1) bestaanbaar 
zijn (telkens als een isotrope raaklijn haar toegevoegde 
uit het andere stelsel snijdt). 

Een kegelsnede heeft dus 4 brandpunten, waarvan er 2 
onbestaanbaar zijn. 

Bij een parabool valt een raaklijn uit elk der twee iso- 
trope punten langs de oneindig verre lijn ; als hun snijpunt 
moet beschouwd worden het raakpunt aan de parabool, 
m.a.w het oneindig verre punt van de as van een parabool is 
een bestaanbaar brandpunt. 

Trekt men uit het eerste isotrope punt de raaklijn in 
het eindige, en uit het tweede die in het oneindige, dan 
is hun snijpunt het eerste isotrope punt, dat dus een onbe- 
staanbaar brandpunt van de parabool is. Evenzoo het 
tweede isotrope punt. 

De beide isotrope punten zijn de onbestaanbare brandpunten 
van alle parabolen in het platte vlak gelegen. 

Dit is ook als volgt in te zien. Men kan uit een ellips 
een parabool afleiden, door deze te doen blijven raken aan 
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de raaklijn in een der uiteinden van de groote as en haar 
i en Â b? 
hoe langer hoe grooter te doen worden, zóó, dat censtant 


blijft. Neemt men nl. de groote as tot z-as en de raaklijn 
tot y-as, dan is de vergelijking van de ellips 


Bo (E)'r 


2 
Worden a en b onbepaald groot, zóó, dat E == Deb 


dan ontstaat de parabool 
AE A 
(Wordt vervolgd.) 


Prijsvraag. 


Iemand, die niet genoemd wil zijn, heeft een prijs van 
honderd mark beschikbaar gesteld voor de volledige op- 
lossing der vraag: 


„Op hoeveel verschillende wijzen kan een taler in duitsche 
munten worden gewisseld’. 


Oplossingen kunnen tot 81 Dec. 1910 worden ingezonden 
bij den heer P. v. Schaewen, Naumburg a. S., met volledig 
adres van den inzender. Zijn er twee of meer juiste op- 
lossingen, dan beslist het lot. j 

Het is niet de bedoeling op te geven hoe een taler kan 
worden gewisseld, maar het aantal mogelijkheden moet 
worden berekend. De uitslag zal later worden bekend ge- 
maakt in de Unterrichtsblätter für Math. u. Naturwissen- 
schaften. 
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bewijzigde stereoscopische projectie 


DOOR 


Dr. G. J. D. MOUNIER, (Utrecht) 


Reeds schreef ik in dit tijdschrift een artikel naar aanlei- 
ding van de „Stereoscopische Projectie”, door Dr. L. U. H. C. 
Werndly, behandeld in het voorgaande deel, bladzijde 227. 

Ook de tweede afdeeling van die bijdrage geeft mij aan- 
leiding tot enkele opmerkingen en aanvullingen. 

Met den Heer Werndly ga ik geheel mede, tot hij de 
vergelijkingen : 

2ab _ bx, De 
B den je (EN B (LIT) 
gevonden heeft. Voor de afleiding van deze formules ver- 
wijs ik den lezer naar genoemd artikel. 

Maar thans gaat Dr. Werndly drie gewijzigde toestanden 
bespreken en wel: | 
__ Á. De stereoscopische plaat wordt in zijn geheel zijde- 
lings verschoven ; 

B. De afstand tusschen de voor het linker en de voor 
het rechter oog bestemde plaat wordt gewijzigd, en 

C. De afstand van de plaat tot de oogen wordt veranderd. 

Nu heb ik er eenig bezwaar tegen dat de geachte schrij- 
ver met differentialen werkt. Zijn toch de veranderingen 
oneindig klein, dan ontsnapt de wijziging geheel aan de 
zintuigelijke waarneming, daar men oneindig kleine ver- 
plaatsingen en vervormingen niet zien kan. Ik zal daarom 
in ’t vervolg alleen van differenties gebruik maken. 

A. Men kan hier in plaats van: | 

de, _— Ya AF, Yr 


HE ank 7 ook schrijven Eene 


omdat uit (II) volet, dat Ge 

No 

Hieruit wordt zeer juist het besluit getrokken, dat de 
punten, die vóór de verschuiving, van uit het gezichtspunt 
beschouwd, achter elkaâr lagen, dit ook nà de verschuiving 
zullen doen; maar daaruit volgt nog niet, dat het waar 
te nemen voorwerp niet vervormd wordt gezien. Daar 


IS, 
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toch Ax, evenredig toeneemt met y,, zullen punten, 
die verder van de stereoscopische plaat verwijderd zijn, 
een grootere verplaatsing in de richting van de X-as on- 
dergaan. Was de verplaatsing in die richting voor al de 
punten dezelfde, dan zou het voorwerp in de richting van 
die as zonder vormverandering verplaatst schijnen. Nu 
is dit het geval niet. Klaarblijkelijk heeft de geachte 
schrijver onwillekeurig de verandering Ax, als constant 
aangemerkt, wijl Av, evenredig is met y‚ en y‚ constant 
is bevonden. Dit wil evenwel niet zeggen, dat de y, voor 
al de punten van het voorwerp dezelfde is, maar alleen 
dat de y, van een bepaald punt daarvan niet verandert 
ten gevolge van een wijziging, die «, ondergaat. Men 
ziet dus in dit geval een vervormd beeld, wel een 
goede perspectief, maar een perspectief van iets anders. 
Betreft het een landschap met paden, boomen, bergen, dan 
zal ook de nieuwe perspectief goed voldoen. Men ziet 
eenvoudig iets anders, dat ook een landschap zou kunnen 
zijn. Huizen zullen zich echter vertoonen met muren, die 
niet rechthoekig op elkander staan. Ook dit zal niet veel 
hinderen, daar men kan onderstellen, dat zij werkelijk zóó 
gebouwd zijn.  Stuiten zal men echter op alles wat steeds 
vierkant moet zijn, zooals bijvoorbeeld kozijnen. 


2 
B. Hier vindt de schrijver Le do en daar Eed 
dy, Yi dy 
hier niet gelijk is aan nul, zal men ook niet voor AS 
dy, Ay: 
mogen schrijven. Wij moeten dus de waarde van N 
1 


trachten te vinden. Nu is Ar=t Ae en volgens (I) heeft 
men, als wij e= F(y,) stellen, de reeks van Taylor ontwik- 
kelende: 


jh 
AN Fy) Ay Ey 


1 
SERT AN) TORD aken 
en daar, blijkens (TI): 
F'(y)=—?aby , FP (y,) 


—=2.2ab yi , FP (yy)=—2.2.3ab Ui, 


05 


heeft men: 

se=tab | — LUL Ee ie 

OL ; 

| Sadhoe | 
[prees 


De vormen tusschen de vierkante haken, als afdalende 
meetkundige reeksen met een oneindig aantal termen 
sommeerende, vindt men: 


Ay 1 Ay” 1 | 
Ae=?2ab | — =S 5 5 
ie ENNE die IEN 
Yi” Yi” 
gls: , 
AY: ( en ï ) Ay: 
We Jab 2 a ne 
LU pee 
yi Yi 
dus: 
A4: Yi Ax 
ed 0E Ayr Or 
En eng y. (Ay: + yi)’ AI: Yi Ax +ab 
| de Gl. d k 
In plaats van er TE vinden wij dus: 
Yi Yi” 
AZ EE Ax J- ab 
Ay: yi” f 


Men ziet terstond, dat deze laatste bij de grens overgaat 
in de vorige, namelijk in die van Dr. Werndly, immers 
dan valt y, Ax tegen ab weg. 

De conclusie, waartoe nu de geachte schrijver voor dit 
geval komt, luidt: „De schijnbare afstand der voorwerpen 
heeft dus een vermindering ondergaan, evenredig aan 
het kwadraat van dien afstand en veroorzaakt door het 
toenemen der stereoscopische parallaxis. Bovendien blijkt 
Re dater vj en wit TIDdat2r iv, onveranderd blijft: 
voorwerpen, die vóór de verschuiving achter elkaâr ston- 
den, ondergaan in dit opzicht geen verandering. Er heeft 
dus niets anders plaats dan een afname der afstanden, dus 
ook der afstandsverschillen en der diepte, kortom een ver- 
mindering van het relief”, 
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De laatste volzin komt mij onjuist voor en in strijd met 
de dy. 

de formule == 
ab gn 

Dits Biet) 
die wel geen 
nadere toelich- 
ting behoeft, 


blijkt terstond : 


‚ door den schrijver gegeven. 


Yi: Yi 
—adb:a 
en 
Ye: À Yez 
Ue Dd 
maar ; 


dOr ADS 
dus: 
Unser 
ent an 
en dus is: 
A4 
Yi 
— constant. Fig 1. 


Bij een bepaalde verplaatsing A & moet dus Sn con- 
1 


stant zijn, terwijl Dr. Werndly dan vindt e > == constant, 
1 

wat elkaâr uitsluit. Het is dus wèl juist, dat, van uit het 

gezichtspunt gezien, punten, die achter elkaâr waren, ook 

achter elkaâr blijven ; maar hieruit volgt nog niet, dat rechte 

lijnen recht blijven, m.a.w. dat geen vormverandering 

Ag: 


Yi 


plaats heeft. Uit de strijdige uitkomsten — constant 


en ze — constant volgt, dat hier wel degelijk vormveran- 


1 
dering moet aanwezig zijn. 
Gebruiken wij nu mijn formule, namelijk: 
Yi Ax 
Y. ALHab’ 
1) Deze figuur, hoewel juist, is veel te groot gemaakt. De door 
mij geteekende Fig, 1 was kleiner dan Fig. 2. 


A Yi == 


NT 


dan merk ik op, dat a en b bepaalde waarden hebben, 
te weten de helft van den onderlingen afstand der oogen 
en den afstand van de oogen tot de plaat. Ook Ax heeft 
een bepaalde waarde, namelijk de verschuiving van links 
naar rechts en van rechts naar links, die voor alle punten 
der plaat dezelfde is, Nemen wij nu y‚ zóó groot, dat 
ab tegen gy, Av mag verwaarloosd worden, dan vind ik 
uit mijn en 


yr Az Ì te 
A4: =— VLA® vArtab ERTL En 
Yy, AL Y. en lij 
Zij nu ee —a, dan is dus « een uiterst kleine groot- 
2 1 
heid. Men vindt derhalve: 
hiel 
Vi la 


Is dus y,‚ groot en alzoo « klein, dan is a bijna 


constant, d. w.z. er heeft geen waarneembare verteeke- 
ning plaats. De conclusie van Dr. Werndly geldt dus slechts 
voor de projectie van verwijderde voorwerpen, zooals dan 
ook de proef bevestigt. 

Daar bij den geachten schrijver, door zijn werken met 
differentialen, y‚ Ax geheel weg valt, kon hij ab onmogelijk 
klein onderstellen tegenover y,‚ A @; zoodat het door ons 
verkregen resultaat door Dr. Werndly niet gevonden kon 
worden. 


C. Voor dit geval vindt Dr. Werndly Hie, waar= 


voor wij, om de reeds bekende reden, liever END ze 

schrijven. Differentiaal- en differentie-quotiënt zijn hier 

aan elkaâr gelijk, omdat = 0 is. Eigenlijk had men hier 
_ 2d 


kunnen volstaan met uit OR rk of yi = d b af te leiden, 


De eerste vorm zou dan, Hi behulp van (II), respectieve- 
lijk (LID), kunnen voeren tot het constant zijn van «, enz, 
en de laatste zou ons doen zien, dat bij een vergrooting 
of verkleining van den afstand b in dezelfde verhouding 
ook de y, verandert. Heeft men dus in het voorwerp, dat 
Wiskundig Tijdschrift, 7e Jaargang. 7 


98 


men waarneemt, punten @,, 41, 21, &2, 42, 22, ENZ, dan zal, 
na verandering. van b, het ‘samenstel 4 20 one 
enz. verkregen worden. De figuur is dan in de richting van 
de Y-as uitgerekt of ingekrompen en wel zóó, dat y, : ys = 
yi: Yo, d.w.z. de diepte is op een andere schaal geteekend, 
het relief is gewijzigd. Voor een grootere waarde van b 
is het relief grooter geworden, voor een kleinere van & 
daarentegen kleiner. 

D. Een geval, dat Dr. Werndly niet behandelt, doch dat 
hier eveneens op zijn plaats kan worden geacht, is dat, 
waarin alleen de afstand der oogen wordt gewijzigd, ter wijl 
het middelpunt van de verbindingslijn der oogen dezelfde 
plaats blijft innemen. *) Constant worden nu b, e‚ «, en z; 
terwijl respectievelijk uit (ID), (ID) en (III) volgt: 

5 = constant, Ze =— constant, en En — constant, 
1 1 

Hetzelfde geldt nu ook voor de punten #5, 4e, canan 
23, enz. Wordt dus a bijvoorbeeld g-maal kleiner, dan wor- 
den: dit ook yy, #9, 43, … «… On 200 OOK Lr 
En 24, 23, 237 * « « «De geheele “figuur, door dezen 
gevormd, zal dus eenvoudig op een g-maal kleinere schaal 
zijn overgebracht en g-maal dichter bij het gezichtspunt 
zijn gekomen. De punten, die in de richting van de ge- 
zichtslijn achter elkaâr waren, zullen dit blijven. Men ziet 
dus de figuur g-maal verkleind en g-maal dichterbij. Men- 
schen, wier oogen verder van elkander staan, zien dus 
de voorwerpen eenvoudig kleiner en meer van nabij. Daar 
ieder evenwel gewoon is door zijn eigen oogen te zien en, 
door de ervaring vanaf zijn prille jeugd, van hetgeen hij 
waarneemt zich in zijn hersenen de juiste werkelijkheid 
bewust wordt, zien alle menschen ten slotte toch weêr 
hetzelfde. Alleen indien eenzelfde persoon door kunstma- 
tige middelen, in den trant van den veldkijker met zooge- 
naamd overdreven perspectief, een voorwerp waarnam, 
zooals hij dit zou doen, indien zijn oogen verder van elkan- 
der stonden, zou het beschreven effect ook in zijn bewust- 
zijn ontstaan. 


1) Wij onderstellen hierbij echter nog, dat de platen een 
afstand « verder van elkaâr worden verwijderd, indien de afstand 
der oogen met « vermeerderd wordt, 


SE) 


In het voorgaande is eenvoudigheidshalve verondersteld, 
dat e constant is en daartoe moesten wij, zooals wij in de 
noot hebben aangewezen, den afstand van z, tot xv, ver- 


anderen. Wij zullen thans zien, wat er gebeurt, indien 
wij dezen afstand ongewijzigd laten. Alsdan ise niet meer 
constant, maar daarentegen v. Men heeft dan: e= 24 —w 
en voor (I): dg of y, me Ed, 
ä y Za 
Wij hebben nu achtereenvolgens: 
a Zab Blas 2bv 
| Ja —V Dd) 
F!(a) = Sbv(2a — zee Pa) == —48bv (2a — v) “, enz. 
Dit overbrengende in: 


OOR EON 


vinden wij: 


== — 2bv (Za — ov) 3 


2bv 4 : 8bu - Rie 
7) 7 7 A 
OI 


2e A(Aa)? 
Afi S — Bao} Aal (1 BO ) | 
2Aa 4(Aa)? 
gt DE JN 
gevende, mits AaZ te 
2bv 2Aa 1 
A/1= _ (Qa—v)? Ad (a Ee ze) í A(Aa)? 
| _ (ao) 
2bv 1 A: 2bv Aa 
Gao SC, Za Gaara) 
+ 
2a—-v 
zoodat men ten slotte vindt: 
Alen 2bv 
Aa (Za) [2 (ad Aa) —vl 


Hieruit volgt, dat y, een vrij samengestelde verandering 
ondergaat. Uit (ID) en (IID) volgt verder, dat x, :y, :21 = 
Ly tz’, indien de accenten de waarden der coördinaten 
na de verandering aangeven. Maar uit de samengestelde 


Ay: 
formule voor ar 


blijkt, dat men niet heeft: y, : ya =y': :4’z 
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of eenige andere eenvoudige betrekking tusschen deze 
grootheden, bijvoorbeeld verschuiving van het geheel, waar- 
voor Ay: == Ag, zou moeten zijn. Er heeft dus een vrij 
samengestelde vormverandering plaats, een verandering 
in diepte op schijnbaar onregelmatige wijze. Dat Ay, niet 
gelijk is aan Ay‚, volgt namelijk uit de omstandigheid, dat 
b en wv, hoewel voor een zelfde punt, ook bij verandering 
van a, constant, voor verschillende punten verschillende 
waarden zullen hebben. (Zie verder de tweede stelling 
in de noot, die hieronder volgt en welke strijdt tegen het 
hier verkregene.) 

Ten slotte schrijft Dr. Werndly: „Een te kleine b geeft 
een onnatuurlijk bas-relief, evenals men dat waarneemt bij 
het zien door een tooneelkijker (die ook de voorwerpen 
naderbij brengt en dus als’t ware b verkleint). Combineert 
men nu echter den tooneelkijker met een telestereoscoop, 
een werktuig, dat door spiegels den afstand 2a der oogen 
als ’t ware vergroot, dan ziet men, volgens (I) de vergroote 
voorwerpen weêr in hun natuurlijk relief. De bekende 
groote veldkijkers zijn volgens dit principe gebouwd”. 

Hier wordt dus feitelijk beweerd, dat de werkingen vol- 
gens C en D elkaâr bij doelmatige gelijktijdige verandering 
van b en a opheffen. Dit nu is o. i. onmogelijk, daar, zoo- 
als wij zagen, bij C de figuur in de richting der Y-as ge- 
rekt of ingedrongen wordt en bij D de figuur verandert 
in een daarmede gelijkvormige of zelfs, als aan de platen 
niets veranderd wordt, een schijnbaar onregelmatig ver- 
vormde. Beide veranderingen kunnen elkaâr dus niet 
opheffen. 

De werking van den bewusten veldkijker moet o. i. dan 
ook geheel anders verklaard worden. 

Ik zal trachten hier een verklaring te geven. Daar mij 
echter de inrichting van den veldkijker, dien ik daarvoor 
gebruikt heb, niet bekend is, d.w.z. mij de brandpuntswijdten 
der verschillende glazen, enz. niet is medegedeeld, geef 
ik deze verklaring voor beter. 

In de eerste plaats merk ik dan op, dat het de bedoeling 
der fabrikanten niet kan zijn geweest kijkers te leveren 
met een „overdreven”” en dus verkeerd perspectief. Aardig- 
heden, als bijvoorbeeld het zichzelf beschouwen in cylin- 
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dervormige of bolle spiegels, zijn hier uitgesloten. Daarom 
begin ik te onderstellen, dat de inrichting der bedoelde 
veldkijkers het oog heeft op het verkrijgen van een juist 
perspectief, !) 


1) In het prospectus van een der fabrikanten van veldkijkers, 
d. w.z. kijkers met zoogenaamd overdreven perspectief, leest men 
echter: „Un avantage essentiel de nos jumelles à prismes (veld- 
kijkers) brevetées sur les instruments fournis par d'autres maisons 
est qu'elles donnent des images à relief rehaussf. Plus l'image 
fournie par une jumelle a de relief, mieux on distingue les diffe- 
rences de profondeur des objets observós.,..… La jumelle ordinaire 
(tooneelkijker) augmente la faculté de distinguer les différences 
de profondeur proportionnellement à son grossisement ; „notre jumelle 
à prismes réalise, en plus (ik cursiveer hier) une multiplication de 
Veflet stéréoscopique par l'augmentation de lécartement des objectifs. 
Le rapport entre l'écartement des objectifs et l'écartement des yeux 
mesure l'effet de relief obtenu par se moyen seul (ik cursiveer hier). 
La valeur de ce rapport que nous nommons „relief spécifique” 
indique combien de fois le relief de nos jumelles, à objectifs 
très-écartés, est plus grand que celui des jumelles à prismes 
ordinaires.”” 

Alzoo heeft men: le. De gewone tooneelkijker vermeerdert het 
vermogen om verschillen in diepte te zien evenredig aan zijn 
vergrooting. (Zij brandpuntswijdte objectief F, idem oculair ®, 
afstand voorwerp tot objectief f‚, afstand beeld tot oculair wo, , 


dan is de vergrooting D’ terwijl de verhouding van beeld en voor- 


werp in absolute grootte is: r= 5 Was ook de afstand der 
El 
oogen 7 maal grooter geworden, dan zou men op den afstand 
1 


5? het beeld beschouwende, alles in dezelfde verhouding vergroot 


hebben en dus de relatieve diepte zou onveranderd gebleven zijn. 
Brengt men daarna de oogen op den juisten afstand van het beeld 
(dus op de plaats van’ 't oculair), dan wordt de distantie van 
F 

p P2 OP Pz gebracht, of F maal vergroot en dus, volgens Dr. 
Werndly en mij, wordt dan de diepte En maal grooter Dus isde 
diepte omgekeerd evenredig aan de vergrooting (mits ook de afstand 
der oogen yv maal grooter genomen wordt — combinatie van 


tooneelkijker tot veldkijker). 2e. De verhouding tusschen den 
afstand der objectieven en den afstand der oogen meet bij den 
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Nu merk ik in de tweede plaats op, dat, bij het zien 
door een verrekijker, het punt van het waar te nemen 
voorwerp, gelegen in de aslijn van den kijker en waarvoor 
deze is scherp gesteld, tot beeld heeft een punt, dat mede 
in de aslijn van den kijker gelegen is. 

Nemen wij aan, dat bij een tooneelkijker het lenzen- 
stelsel zóó gekozen is, dat de zoogenaamde lenzenfouten 
zooveel mogelijk vermeden zijn en buiten beschouwing 
kunnen blijven. Brengen wij nu, Fig. 2, evenwijdig aan de 
oogen een vlak, gaande door het bovenbedoelde punt van 
het te beschouwen voorwerp. Dit vlak is nu het waar te 
nemen projectievlak van al de punten van dit voorwerp. 
Die, welke achter of voor dit vlak liggen, teekenen zich 

daarop als kleine vlekjes af, die bij 

Aâ B een goede combinatie van lenzen, zóó 
| klein zijn, dat zij als punten worden 
waargenomen. Zij nu pijl AB de snij- 
lijn van dit vlak met ’%t vlak van 
teekening, dan moeten wij nagaan, 
hoe deze pijl met een tooneelkijker 
s_R wordt waargenomen. Zij a het punt, 
dat in de aslijn van kijker V en b 
dat, hetwelk in die van kijker V’ gele- 
gen is. Van a wordt in V het beeld 
a’ gezien en van a’ uitgaande ver- 
krijgt men als beeld van pijl AB 
in V pil A/B’ met de punten «’ en t/. Evenzoo neemt 
men in V’ pijl A”B” waar met de punten a” en b/. Men 
veldkijker het effect van de diepte, door de vergrooting van den 
afstand der objectieven verkregen. De waarde van deze verhouding, 
die wij specifieke diepte noemen, wijst aan, hoeveel malen de diepte 
van den veldkijker grooter is dan die van den tooneelkijker. — 
Brengen wij dus in ons voorbeeld de oogen weêr op den oorspron- 


A edeeeeenedenrthadhenndied 


kelijken afstand van elkaär, dan wordt de gevonden pp Wegens 


stelling sub 2 vermenigvuldigd met e Di zoodat voor den too- 
neelkijker verkregen wordt ee He wat strijdt tegen de stelling sub 1. 


Hier blijft dus een veld van onderzoek over. Door een redeneering 
toch, waarbij de tweede stelling van ’t prospectus als juist is 
ondersteld, krijgen wij een uitkomst, die strijdt tegen de eerste 
stelling, daarop voorkomende. 
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krijgt dus door beide kijkers een verschillend beeld te zien. 
Beschouwt men nu alles door W en W’ in plaats van door 
V en V’, dan ziet men in W het punt a/ in a” en dus de 
pijl AB’ verplaatst naar A“B” over een afstand a/a””. Maar 
door W’ ziet men evenzoo A”B” verplaatst naar A’”B”': 
zoodat men nu door W en W’, als de afstanden VW en 
V'W' goed gekozen zijn, hetzelfde waarneemt, namelijk 
de projectie, voorgesteld door A/B”, De beide projecties 
zijn dus tot bedekking gebracht. Dit nu heeft Dr. Werndly 
buiten beschouwing gelaten. Waar hij dan ook van stere- 
oscopische lenzen spreekt, zal door hem stilzwijgend zijn 
ondersteld, dat deze tegelijk prismatisch geslepen zijn en 
wel zóó, dat de projecties tot bedekking gebracht worden 
en waar hij het een en ander verschuift, zal het zeker zijn 
bedoeling zijn, dat, hoewel, wat de brandpuntswijdte der 
eigenlijke lenzen betreft, van gelĳĳke zal worden gebruik 
gemaakt, de prismatische afwerking naar gelang van 
de omstandigheden verschilt. 

Wij nemen dus nu door W en W’ denzelfden pijl A/B” 
waar, maar wij moeten opmerken, dat bij het zien door 
V of V/, zonder vergrooting, AB, d.i. de projectie van het 
voorwerp, niet. dezelfde zal zijn. Wèl zullen punten van 
het voorwerp, die in ’t projectievlak liggen, zooals A, a, 5 
en B, dezelfde projectie vertoonen, maar die, welke meer 
achter- of voorwaarts gelegen zijn en zich eigenlijk als 
kleine vlekjes vertoonen, zullen, van uit V of V’ gezien, 
verschillend gelegen zijn. Men heeft dus in AB twee ver- 
schillende elkaâr bedekkende projecties, namelijk voor ieder 
oog één. Deze zullen nu in A/B” worden overgebracht. 
Men ziet dus door W en W’ wel op dezelfde plaats het beeld 
van de projecties, maar deze projecties verschillen. Het 
projectievlak is van AB naar A/B” overgebracht, dus 
naderbij gekomen. Derhalve is 5 kleiner geworden en het 
relief, volgens het sub C besprokene, verminderd. & 

Maar nu zijn de projecties A’/B’ bovendien V, maal 


vergroot. t) Nemen wij nu ook de waarnemingspunten 


1) VPV) < 1, Imderdaad is het beeld steeds kleiner dan het 


voorwerp, al wordt het ook onder een grooteren hoek gezien, 
waardoor het zich als vergroot vertoont. 
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V, verder van elkander, door van VV’ over te gaan op WW’, 


dan wijzigt zich en Za — zap (formule van Dr. 


l Yi 
2 V, ab 
Werndly) in «’,— 2} = Vv ee) == V, v=? V, pn 


, ) 
/ 

waaruit blijkt, dat y,’=y, is, en in Vjz — terwijl (ID 
onveranderd blijft. Derhalve veranderen z en y‚ niet 
van plaats en wordt 2/, = Vrai, dus ook 22 
Het voorwerp zal dus eenigszins gewijzigd gezien worden 
en wel in dien zin, dat alle hoogten evenredig toenemen. 
Een rechthoekig prisma, staande op zijn grondvlak, blijft 
dus zulk een lichaam, maar wordt voor ’t oog hooger : 
een scheef afgeknot prisma wordt vok hooger, maar tegelijk 
wordt het schuine bovenvlak iets sterker schuin. 

Gecombineerd met den vorigen invloed, de nadering 
van het projectievlak, verkrijgt men dus vermindering 
van diepte en verhooging, alzoo een kleine vormverande- 
ring in het te beschouwen voorwerp. Men ziet dus wèl 
een goede stereoscopische afbeelding, doch van een ge- 
wijzigden toestand. De huizen en boomen zullen hooger 
schijnen, de daken stijler, enz. Maar nu heeft men nog een 
correctie. Daar men de waarneming steeds op zekere 
hoogte boven den grond verricht, namelijk op de hoogte 
der oogen, zal een gedeelte van den beganen grond, dat 
verder verwijderd is, op het projectievlak een grootere z 
opleveren. Ook dat gedeelte wordt dus hooger gezien. Er 
ontstaat dus over ’t algemeen in de hoogte-richting eenig 
meerder relief. 

Men kan zich de zaak ook aldus voorstellen. Men neemt 
uit W en W’ de beide elkaâr bedekkende projecties 


A/B waar. Vergroot men nu alles En maal, dan wor- 
l 

den de waarnemingspunten W en W’ vervangen door V 

en V’ en A/B” door projecties van de grootte AB, liggende 


Beers 
op een afstand van de oogen, die TE maal grooter is dan 
l 
die, waarop A/B” daarvan verwijderd is. Men is dus 
eenvoudig alles in evenredigheid gaan vergrooten, m. a. w. 
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in (ID), (ID en (LID) zijn alle grootheden a, b, e‚, @, 2, @,, y1 en 21 
V maal grooter geworden. Het perspectief blijft dus on- 
/ 


veranderd, alleen wordt het op grooter schaal gezien, 
terwijl al de richtingen dezelfde gebleven zijn. Nu wordt 
ten slotte de afstand nog veranderd, d. w.z. alleen b, ten 
einde de projecties AB op hun plaats te brengen. Volgens 
het sub C behandelde wordt hierdoor niets gewijzigd dan 
het relief, de diepte. De b, die aanvankelijk de was ge- 
/ 

worden, is vergroot tot den afstand van AB tot de oogen 
en dus is het perspectief dieper geworden. 

Bij deze laatste beschouwing verkrijgen wij iets anders 
tot resultaat dan bij de vorige. Deze laatste komt m. i, het 
beste met de werkelijkheid overeen; zoodat het mij toe- 
schijnt, dat bij de vorige op nog een corrigeerende omstandig- 
heid diende gelet te worden, die mij echter ontgaan is. 

Ik geef deze verklaringen en beschouwingen voor beter. 
Het betreft hier een vrij lastig probleem en mogelijk zal 
door het voorgaande deze of gene opgewekt worden eenig 
meerder licht hierover te verspreiden. 

Dr. Werndly en ondergeteekende zijn dan de voorloo- 
pers geweest van hem, dien het zal gegeven worden alle 
onzekerheden hier weg te nemen. Wij hebben te zamen 
eenige steenen aangedragen. De opperlieden hebben hun 
werk verricht, de bouwmeesters kunnen dus nu aan den 
arbeid gaan, 
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Opmerkingen bij de Eliminafie-melhode van òylvester 


DOOR 


L. BOUMAN Jz. 


Als de vergelijkingen 
dort Har? Har? Hasta, = 0 

en bor? J-b,a? Hbo bz =0 
een wortel gemeen hebben, dan bestaat er tusschen de 
coëfficienten in die 2 vergelijkingen een betrekking, die 
SYLVESTER vindt door de leden der le vergelijking met 1, 
met x, met #? en die der 2e met 1, met #, met #° en met 
x° te vermenigvuldigen. 

Hebben de 2 bovenstaande vergelijkingen een wortel 
gemeen, dan zijn er bepaalde waarden voor «°, #°, #*, @°, 
ge? en #, die voldoen aan: 


1. axs Ha,r? dant Jaz? + a,0? ==) 
HT. boet Hb? + bot + bin? sil) 
TT: dont Hayrt Jar? Hast? Ha,r == () 
ENG bow? + bjet by? + bij? 0 
Ve aort* Ha,r? Jas? Hasta = 
VI. boet + bra? Hbo? H-bet ik 
VIL, boxes Hb? Hbo bz —=0. 
Kan er aan deze VII vergelijkingen, lineair ten opzichte 
van #5, @?,...…. x, worden voldaan, dán moet 


do Oerd OO 

TOE beb 0e O0 
URS KAR ien Ulak AD 
bob ahebee O0 


0 
0 
OROPEOEE A ats ete Lik 
0 
0 


S 


Oste b DeD ED) 
ORO ere he L 


Men ziet licht in, dat men minstens deze 7 vergelijkin- 
gen moet vormen om een betrekking te krijgen tusschen 
de coëfficiënten der 2 gegeven vergelijkingen. Vormde 
men er meer, dan zou men toch steeds op A = Ouitkomen. 
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Vermenigvuldigt men b.v. de le nog met #°, dan verkrijgt 
men 8 vergelijkingen met #°, x°® ...# als onbekenden. 
De determinant, die dan nul moet zijn, is gelijk aan a, X A. 
Daar a, ondersteld wordt niet nul te zijn, komt dit neer 
op A =0. Vermenigvuldigde men daarenboven nog de 
2e met «*, dan verkreeg men 9 vergelijkingen met «7, 
x° ...@&. Voor de twee determinanten die dan nul moeten 
gumdeansmen nemen a, X A en bo X A. Enz. 

Omgekeerd geeft echter het nul zijn van A alleen aan, 
dat de VII vergelijkingen wanneer x°, @° ... a als onaf 
hankelijk veranderlijken worden beschouwd, in het algemeen een 
gemeenschappelijke oplossing toelaten. Men weet dus, dat er 
inshetmalesemeen getallen p, q, r, s, ten uw bestaan die 
maken dat 


dop H-arq Haar + a3s Hast ==) 
bop + big + ber + b3s en 
Ao Har + ApS Haat + aw — 
bog + bur Jas J bat FS 
bor +- bis + Ozt + bau dd 
dor + ais + ast +asu Ha, il 


bos + bit + bou + bz Ee 


De vraag is nu, waarom men moet vinden: 
Und tn Ue UE tes, 
Daartoe merke men op, dat door de laatste 5 vergelij- 
kingen q, 7, s, t en u in het algemeen bepaald zijn. 
Deelt men de eerste 5 door wv, dan vindt men bij de ge- 


tallen sn Á 2 , : 5 en ie dezelfde coëfficiënten die 


in de laatste 5 voorkwamen bij q, 7, s, t en u. 

Zijn dus g, 7, s, t en uw bepaald door de laatste 5 verge- 
üki Vr VE rr ee Oe dane 
lijkingen, dan zal U ten PA 
OON NAALULE VOLT DU NN UE US 


Om de voorwaarden te vinden, waaronder de twee ge- 
geven vergelijkingen twee gemeenschappelijke wortels 
hebben wordte de, 1e: met.l= en wide 2e met 1, en «? 
vermenigvuldigd. 

Aan de vergelijkingen 
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aon? + arnt J- agt Hast? Har sil 
Dots Ebi dben ebde sj 
boet + bie? + boa? H- bz mik 


aor* Han? +asr? Has da, —=0 
boe? Hb? + ber dbz =0 
moet nu op meer dan een manier kunnen worden voldaan, 
hetgeen vereischt: 


Us Ui dode AME PPT ei 
Doi RORE bo Or Oz Osu 
0 Do br Da Ds e=0 énb.v.l Ô Do Di bo 
OEREN ON Odo Aen 
OD ea OO Brems 


Wordt omgekeerd hieraan voldaan, dan zullen q, r, s 
en t in de vergelijkingen 


Aq daar Haes dst Aid oil, 
big bir + best D3t ==) 
bor +J- bis d- bet + Dz l) 

Ar HAS Hast Has + A4 | 

Dos + bit + bor + b3 == 


in lineaire functies van & kunnen worden uitgedrukt en 
dus velerlei waarden kunuen hebben. 

Uit de laatste 3 vergelijkingen kunnen die functies voor 
r‚,s en t worden gevonden en uit een der voorgaande voor q. 
Niet voor alle waarden van « echter zal dann 
p=axt enz. zijn. Dit geschiedt wèl voor de 2 waarden 
van « die men verkrijgt door t=«&? te nemen, dus de 2 
wortels van #? =k,a Jl, als kie +l, is de voor t gevon- 
den waarde. Immers, wordt t=«&* genomen dan verkrijgt 
men uit het eerste drietal vergelijkingen, na deeling door 


yr 5 
Aij voor £, en volkomen hetzelfde wat men voor r, s 


en é vond uit de laatste 3. 
ie s 
Dus ER = t°, gevende: g= 0 nn 
s=@?®, zoodra ét=a* wordt genomen. 
De wortels van #? =k,x +l, zijn dus tevens de 2 gezochte 
gemeenschappelijke wortels der gegeven vergelijkingen. 


Daar de 2 aldus verkregen waarden nu ook maken dat 
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als k‚e dl,, kaa Hls en kome +l, de voor g, r en s gevon- 
den lineaire functies zijn, #° =k,a tl, „at =ksrJ-ls en 
gs =k;etl,, blijken deze vergelijkingen o.a. ook de 
wortels te hebben van #? =kr Jl, 


Vit Buitenlandsche Tidschritten. 


119. De figuur van Pythagoras und kein Ende! 


Op de zijden AB en AC van A ABC worden vierkanten 
geteekend en daarna het parallelogram AGHE voltooid, 
M zij het midden van BC. 

Men heeft nu: 
1) EG loodrecht op AM. 
De A ABC en GHA zijn 
in den zelfden zin gelijken 
gelijkvormig. Twee homo- 
loge lijnen maken met el- 
kander een constanten hoek, 
die hier 90° is daar AC | 
F AG staat. Dus ook AM 
| EG. 


2) Eveneens volgt uit de 
congruente driehoeken DBC en BAH, dat DH í EC is. 


9) In de driehoeken ABC en GHA ís C van de eerste figuur 
homoloog met A van de tweede en A van de eerste figuur met 
G vande tweede, Het draaiingscentrum dezer driehoeken is 
dus het middelpunt van den cirkel door C, A en G, d.i. 
het middelpunt P van het vierkant op AC. Eveneens is het 
middelpunt Q, het draaiingscentrum van de AA ABC en 
EAH. Daar O homoloog is met M,‚, zoo moeten dus O en 
M evenver van P en Q, verwijderd zijn. 


CARDAT, Bull. Math. El. XIV. 1909, 
Q. 
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120. De rekenkundig, meetkundig en harmonisch mid-=- 
denevenredige van » grootheden. 


Men heeft: 


Hat) Vab) Tr 
bb 
Zoo ook meer algemeen: 
(atb D Dab. aire z 
En 


G). HERNANDEZ, Repr. 2 À XVI, 1909, 


121. Eigenschap van een mediaan in een boldriehoek. 


Als in den boldriehoek ABC m, de mediaan naar AB 


voorstelt, dan heeft men: 
COS a +-COSb __ COS F (a Jb) COS + (a — On 
2coste cos 5 c 
Hieruit volgt, dat me tegelijkertijd scherp, recht of stomp 
is met 4 (a + b). 
a VISSCHERS, Mathesis 1909. 


122. gtt p33 Lp? Htl 1 
is deelbaar door @t +03 A? JH 1. 

55 —1 is te ontbinden in 

el) B Eet HI) tt Hat? Jt? Falk i) 
en ook in | 

(ea — 1) (et 4 03 + 0? Het 1) (PP Hpi H...,1). 

Daar zt +3 +0? + #1 nietdeelbaar is op #!° + x° + 
—L-,..1 zoo moet het gedeeld kunnen worden op tt + 
38 Hp? pl 41. - 

bk BARISIEN, Mathesis 1909. 


COS M_ == 
C 


125. Eigenschappen van een driehoek, welks zijden 
een rekenkundige reeks vormen. 


Zoo van A ABC het hoogtepunt H is, dan is 
HAARD SBA EAT Ae 


AE 


Hieruit volgt: 
DR (ate) =b (HA —+HC) + (a +-c) HB 
of voor atc =?2b 
AR = HA + HC + 2HB. 
Voor het geval de driehoek stomphoekig is, wordt HA 
of HC negatief. 
ÄLLARD, Bull. Math. El. XIV. 1909. 


In dezen driehoek is de afstand van het middelpunt van 
den omgeschreven cirkel tot de middelste zijde gelijk R — r. 
Men heeft 
r=itbtetbB=k(l-=-cos B) 


of 
R—r=kR eos B. 
Q. ÄNDRIEUX, Bull. Math. El. XV. 1909. 
124. Stelling betreffende een driehoek. 


Als het hoogtepunt H van A ABC op het midden van de 
hoogtelijn AD ligt, dan bestaan de betrekkingen : 
AD2==2BD DC 
PeCOST A aicoseb CO8 C=sin B'sin C 
te A=tg B-tg C. 
Q. MATHESIS, 1907, Question d’ Examen 1361. 


125. Eigenschap van een vierhoek, welks diagonalen 
elkander loodrecht snijden. 


Zij F het snijpunt, dan is er een kegelsnede mogelijk 
met F tot brandpunt, die 3 zijden van den vierhoek raakt. 
Opdat nu de vierde zijde ook de kegelsnede rake, moeten 
de projecties van F op de zijden coneyelisch zijn, wat 
blijkens de onderstelling het geval is. 

Bovendien is de derde diagonaal de poollijn van F ten 
opzichte van de ingeschreven kegelsnede; hier is hij dus 
de richtlijn. 

Q. ZACHARIAS—VAN DINTER, Mathesis 1909, Question 1681. 
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Boekbespreking. 


Berekeningen in de Levensverzekering-Wiskunde, op te 
bouwen uit het verleden, door L. J. HARMSEN, Wiskundige 
der Ned. Ind. Levensverzekering- en Lijfrente-Maatschappij 
te Batavia. Batavia, Javasche Boekhandel en Drukkerij, 1909. 

De schrijver merkt op, dat de methode van het werken 
met contante waarden tot werktuigelijk rekenen voert, en 
vindt het daarom van belang, om niet tot nul te discon- 
teeren, maar tot een ander tijdstip. Een groot bezwaar is 
het echter, dat hiervoor eene nieuwe nomê@nclatuur inge- 
voerd wordt; de moeite, die men heeft om zich hier in te 
werken, wordt niet beloond. Voor een beginner is deze 
studie niet aan te raden. V. Deals 


Nieuw verschenen werken. ° 


(Door de Redactie ontvangen.) 


Uiwgaven van Gauthier-Villars, Parijs. 

ÄNNUAIRE pour lan 1911, publié par le Bureau des longi- 
tudes. Avec des notes scientifiques 1.85 frs. 

P. APPELL et S. DAUTHEVILLE, Précis de mécanique 
rationelle. Introduction à Etude de la physique et de 
la mécanique appliguée. 1910. 25 frs. 

Uitgave van Ch. Delagrave, Parijs. 

H. BOUASSE, Cours de Mécanique rationelle et experimen- 
tale, spécialement écrit pour les physiciens et les ingé- 
nieurs; conforme au programme du certificat de méca- 
nique rationelle. 1910. 

Uitgave van Von Veit & Comp. 

Dr. GERHARD KOWALEWSKTI, Einführung in die Ana- 

lytische Geometrie. Mit 112 Fguren. 1910. 10 Mark. 


| Uitgaven van P. Visser Azn., Haarlem. 

G. MANNOURY, Methodologiese aantekeningen over het 
dubbel boekhouden. 1910. f 1.25. 

Dr.G.C. A. VALEWINCK, Populaire Kometografie. 1910. f 0,75. 

K. BES, Uit de theorie der algebraïsche vergelijkingen. 
LOTO tel SO 

Uitgave van Gustav Fischer, Jena. 

Dro LOUIS COUTURAT, Internaciona matematikal Lexiko 
en Ido, Germana, Angla, Franca e Italiana (Internationales 
mathematisches Lexikon in Ido, Deutsch, Englisch, Fran- 
zösisch und Italienisch. 1910. M, 1.50. 


*) Van hollandsche schoolboeken wordt geen recensie gegeven, — 


Abs, 


bamenstelling van eakelvoudige Trillingen 


DOOR 
J. W. N. LE HEUX, Iste Luit. Inf, (Breda) 


(Vervolg van bladz. 1). 


De voorgaande redeneering blijft doorgaan, als de tril- 
lingswijdten verschillen. De algemeene voorstelling der 
ruimtekromme is dus @ = A cos ( pp + «) 

y= Beos (qo + #9) 
dz= Asin (pp Ha) Bsin (qe + 2). 
Voorbeeld : # —= a cos p 


y=becosp 
tez=(atb)sing 
Projectie op XY-vlak OEP reeht lijn. 
| y=beose | 
=d COS 
5 op XZ-vlak | ne A Bd | ellips. 
En 005 enipe. 


bes (dt bsp | 

Deze ruimtekrommen vertoonen zich gedeeltelijk, als men 
van de figuren van Lissajous stereoscoopplaten vervaardigt. 
Op de mogelijkheid hiervan is gewezen in de Comptes 
Rendus t. 131, pag. 408. Nadat nl. op pag. 1616, t. 130 de 
Campylograaf is beschreven, wordt op genoemde plaats 
gezegd, dat dit toestel tevens in staat stelt, stereoscooppla- 
ten ên van de figuren van Lissajous èn van die, voortge- 
bracht door de vroeger genoemde combinatie van drie 
bewegingen, te maken. 

„Si lon fait deux tracés consécutifs d'une même figure, 
le second étant fait aprês avoir légèrement déphasé 
Yappareil, les deux images obtenues réalisent les conditions 
nécessaires et suffisantes pour que la courbe soit vue 
stéréoscopiguement. Vues ainsi, les figures de Lissajous 
semblent inscrites dans des cylindres et les courbes plus 
ou moins complexes sont inscrites dans des sphères ou 
dans des tores. 

Zonder toestel kan men van elke beweging, ontstaan 

Wiskundig Tijdschrift, 7e Jaargang. 8 
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door samenstelling van enkelvoudige trillingen, de ruimte- 
kromme gedeeltelijk doen zien, door de figuur eerst voor 
een hoek wv, daarna voor een hoek p + A ev te eonstrueeren, 
waarbij, als ke het grootste veelvoud is, de keuzek. A « El 
voor een niet te groote figuur gewoonlijk het gewenschte 
resultaat zal opleveren. 

Daar de ruimtevoorstelling echter alleen wordt opgewekt 
doordat de abscissen van overeenkomstige punten in beide 
figuren een weinig verschillen, (verondersteld wordt, dat 
de Xas evenwijdig loopt aan de verbindingslijn der oog-_ 
pupillen), zal men ook van de applicaat alleen dát deel 
zien, wat uit de absecis wordt afgeleid. Hieruit volgt, dat 
dezelfde twee stereoscopische figuren, op behoorlijke wijze 
geconstrueerd, verschillende ruimtekrommen doen zien, 
naarmate men de X-assen, dan wel de I[J-assen in elkaars 
|» — cos (pta) | 
| y = COS 2 | 
beantwoordt aan de werkelijke ruimtekromme 

L=COS (p Ha) 

y=COS 2 

z == [sin (p Ja) + sin 2]. 
Houdt men de figuren 


verlengde houdt. De virtueele parabool 


[x= cos (PHApta)l | &—=cos (pta) | 
[y=cos2(etAPp) | ly =ecos?2p | 
met de X-assen in elkaars verlengde, dan ziet men de 
== COS (p Ha) 


ruimtekromme | y =COS2op | zonder dubbelpunt, 
ze tsin (pe) | 
legt men de Y-assen in elkaars verlengde, 
L=COs Zop | 
dan ziet men |-—y ==Ccos(p He) met 
geet sin 20 
dubbelpunt (Fig XVI.) Wanneer men in 
fig. XVI de beide krommen complemen- = 
taire kleuren geeft, treedt de ruimte- Fig. XVI 
kromme te voorschijn bij beschouwing door een bril met 
glazen van dezelfde kleuren. Draait men de figuur daarna 
909, dan wordt de andere ruimtekromme zichtbaar. Beide 
ruimtekrommen liggen op een rechten cirkeleylinder, waar- 
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van de beschrijvende lijn loodrecht op de verbindingslijn 
der oogpupillen staat. Men kan van het genoemde ver- 
schijnsel gebruik maken om een stereoscoopplaat van een 
hyperbolische paraboloïde te vervaardigen. 


[e=acose | 


Zooals gezegd is, vertoont de lijn REAR als 
COD 
stereoscoopplaat bezien, de ruimtekromme [y == a? cos 2 p 


|z =asinp | 
_ De laatste lijn echter ligt op een hyperbol. parab. zooals 
blijkt uit y=? —z*. Door aan a achtereenvolgende waar- 
den te geven en de bijbehoorende krommen, welke alle 
op hetzelfde oppervlak liggen, te construeeren, treedt dit 
laatste met voldoende duidelijkheid te voorschijn. 

De redeneering, welke bij het onderzoek van de 
figuren van Lissajous werd toegepast, voortzettend, stelt 


| JE 2 1 Rd | de projectie voor van de lijn 
| @ = COS pp | 
| y =cos ge | 
stelsel) en makend met het vlak van teekening een hoek 
@/. Neemt men @/ veranderlijk, dan krijgt men de projectie 
| a» = cos pp | 
| y =cos gp | 
door de Y-as gaand, met eenparige snelheid ronddraaiend 
vlak of wel de projecties van het punt, dat de lijn 
| @ — Cos po | 
| y — Cos qp | | 
draait, op het vlak van teekening. 
| #==COs pp COS np | 
| | y cos gp | 
van een ruimtekromme, gelegen op het omwentelingsop- 


op een vlak, gaande door de IJ-as (rechth. 


van het punt, dat de lijn doorloopt, op een 


doorloopt, terwijl deze lijn zelf om de Y-as 


De lijn stelt dus voor de projectie 


pervlak, dat ontstaat, als de lijn | KEE p | om de Y-as 
| y = Cos qp | 


draait. Op dergelijke wijze kan men de projecties bepalen 
van krommen, gelegen op het oppervlak, dat bij draaiing 
om de X-as ontstaat. 


De cirkel er CORR 


non thans niet opgevat als projectie 
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eener ruimtekromme, beschrijft bij draaiing om de Y-as 
een bol. Geschiedt deze draaiing met dezelfde snelheid, 
als waarmede ’t punt zich op den cirkel beweegt, dan is 
de projectie der ruimtekromme, gelegen op ’t boloppervlak 
[COSO ten C0S 2 0 
iN OS skhadoig gel 
tekromme zelf kan thans niet gevonden worden door voor 
z te nemen + (sin 2op tt cosp); men kan haar vorm echter 
bepalen, door haar projectie te construeeren op een tweede 
vlak, loodrecht op dat van teekening en gaande door de 
Y-as. Hiertoe is het voldoende, met de beweging van het 
punt op den cirkel pas te beginnen, als het vlak van den 
cirkel met ’t vlak van teekening een hoek van 90° maakt 
omdat deze stand t.o.v. het XY vlak overeenkomt met 
de beginstand t.o.v. het YZ vlak. 
eetl 5 
In fig. XVII stelt CAD de parabool | in eek: So 5 5 | 
voor, die ontstaat, als 't punt op den 
cirkel begint bij A. De lijn CBED is 
de projectie der ruimtekromme op 
een vlak gaande door de Y-as en 
loodrecht op ’t vlak van teekening: 
de cirkel heeft als beginstand de lijn 
| CD en ’t punt begint bij B (eigenlijk 
Fig. XVII. dus cirkel CADF en punt A gezien 
vanuit het punt X bijv. dat in ’t vlak van teekening ligt. 
Men kan nu nog de vraag stellen, wat de projectie der 
ruimtekromme is op een vlak, gaande door de X-as en 
loodrecht op ’t vlak van teekening. ; 
Wanneer men in de figuur Y verandert in Z, dan stelt 
ABF de beginstand van den cirkel voor, welke draait om 
B. Men vindt dus de projectie door op de lijn | ET ä Oe | 
de draaiingsformules met veranderlijken hoek toe te passen of 
LW =ALCOSP—zsin pP=COS*p =H tCOS Zp 
2 ==xrsinepd-ecosp=tsin2o 
d.i. de cirkel, welke in grootte wordt voorgesteld door 
cirkel BHDG. 
Hieruit blijkt, dat de ruimtekromme tevens gelegen is 
op een rechten cirkeleylinder, hoogte CD, straal grondvlak 


dus een parabool. De ruim- 
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AB, zoodat ze de snijlijn is van den halven bol CAD met 
dezen cylinder (Vraagstuk van Viviani). 

Op gelijke wijze kan het meer algemeene vraagstuk 
behandeld worden : 

Op een halven bol, waarvan de basiscirkel in het XY-vlak 
en het middelpunt in den oorsprong ligt, beschrijft een 
punt M een kromme C zóódanig, dat de hoek p, die de 
straal OM =R met het XY-vlak maakt, in een constante 
verhouding # staat tot de hoek 4 tusschen de vlakken 
ZOM en ZOX. Men vraagt voor Cte bepalen : normaalvlak, 
osculatievlak, enz. (Frenet, Recueil d'exercices). De baan 
| x= kR eos np COS p 

y= Reos np sin p 


van M wordt dan voorgesteld door 
- | g— Rsin np | 


De parabool PRA 
| y= cos 2 | 


Y-as een elliptische (hier cirkelvormige) paraboloïde. 
Geschiedt deze met dezelfde snelheid als waarmee ’t punt 
zich op de parabool beweegt, dan is de projectie der 


ruimtekromme ES 20 
[y= cos 2 | 


uit volgt, dat we hier met een vlakke doorsnede te doen 
hebben. De beide andere projecties vindt men op gelijke 


beschrijft bij draaiing om de 


dus een rechte lijn, waar- 


wijze als boven is betoogd : ze zijn de ellips 


Rele ns 00, 
Me Lsin2o | 


een rechten cirkeleylinder en is dus snijlijn van dezen 
cylinder met de paraboloïde. 


De kromme ligt weer op 


| @ = a cos po | 
|y=etbeos?pe | 
om de X-as een hyperbolische paraboloïde. De lijn 
| @=—=acospp | 
| y=ccosnpdbcos2ppeosne | 
een kromme, gelegen op genoemd oppervlak, voor p =n=l 
GOS 0 | 
| y=? eos p + COS Jp | 
een kromme van den Bden graad. De beide andere pro- 
jecties zijn: 


De parabool beschrijft bij draaiing 
is dus de projectie van 


gbl C—=2 krijgt men dns 
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|» = COS Pp 
|z=äsine +4sin 3 | 
| z=jsinep d tsin3p | 
| | y==deosp Jt COS 3p | 

Zie fig. XVII. 

Projecties van krommen, gelegen op 
een cirkelvormig kanaal, kan men krij- 
gen door draaiing bijv. van de lijn 
| e=atbeose | 
y= bsing | 


en 


om de Y-as. 


Nemen we thans het algemeene geval, 
Fig. XVIII nl. dat de vlakke kromme, beschreven 
op een rechthoekig stelsel, draait om eene as, gaande door 
den oorsprong en makend met de X-as een hoek y. Om 
op hetzelfde rechthoekig stelsel de projectie te bepalen 
van de ruimtekromme, kan men twee wegen inslaan : 
le. De reeds gevonden formules gebruiken en combi- 
neeren. 
2e. Nieuwe formules rechtstreeks uit de figuur afleiden. 
Sub le. Wanneer men de draaiingsas als nieuwe X’-as 
en een lijn loodrecht daarop door den oorsprong als nieuwe 
Y’-as neemt, dan zullen de coördinaten « en y van een 
punt der vlakke kromme op het oude rechthoekige stelsel, 


op het nieuwe voorgesteld worden door | if ZE sy—ysing) 

| y — siny+ycosy| 

Laten we de figuur om de X’-as draaien met een snel- 

heid np, dan wordt de projectie van de ruimtekromme op 
het stelsel X’OY’ voorgesteld door 


Le == COSY y Sin y | 
| y'=asinyecosnp + ycosyecosnp | 
Deze coördinaten, herleid tot ’t oorspronkelijk stelsel, 
geven: 
| x” == COS (—y) +y' eos (90° —y)=a'eosy ty siny | 
| y’ = a! sin (—y) + y' sin (90° —y) == — rt! sin y +y' COS y | 
of: 
| #"=wcos?y—ysinyeosyasin?yeosnetyeosysinyeosnp | 
| y!=—xcosysinydysin?y-asinycosycosnpycos?yeosng | 


LES 


of : 
| x*=a (cos? y + sin? y COS np) — y cos y sin y (1 — cOSnPp) | 
| y= — a eos y sin y (1 — cos nw) + y(sin?y +eos?yeosne) | 
sube2Znneten XIKais AOB 
een rechthoekig stelsel, gelegen 
inevlak WesbOGsisshetzelfde 
stelsel, gelegen in vlak V en 
om CE als as over een hoek vw, 
gedraaid. OA zij de ordinaat, 
Fie. XIX. OB de abseis van een punt eener 
kromme, gelegen in vlak W. De projectie van de abscis 
op vlak V is OH==0OBeos/BOH. In AEBH is BH = 
Rb sio nmsen in. AOEB is EB OB sin, dus BH == 


—0OBsinysing,. In A OBHissin / BOH = Ae —= sinysing, 


dus OH =OBV{(1—sin? ysin?p,). Op gelijke wijze is 
OD = OA W(l — cos? y sin? o‚). 

Wanneer een punt der kromme beschreven op ’% stelsel 
AOB tot coördinaten heeft « en y, dan worden ze op ’t 
stelsel DOH 

a =aeV(l—sin? y sin? o,), 
y=yv(l—eos? y sin? o,), 

Nemen we nu p, =p dus veranderlijk. Voor een be- 
paalde waarde p, van w Krijgen w en y, die functies van p 
zijn, elk een bepaalde waarde en de coördinaten van het 
punt, dat daaraan beantwoordt op ’t stelsel DOH, welks 
coördinatenhoek afhankelijk is van e‚ vindt men uit IL. Voor 
een andere waarde van p vindt men een tweede punt, een 
tweede projectie, maar ook een tweede coördinatenhoek. 
Bij draaiing van de figuur met ’t stelsel. AOB om CE kan 
men dus de projectie van de ruimtekromme, die’t punt door- 
loopt, niet vinden uit de formules Il, daar deze een verander- 
lijk stelsel onderstellen. Wel kan men daarmede omgekeerd 
op een rechthoekig stelsel opmaken de projectie van de baan 
van een punt, dat de vlakke kromme doorloopt, maar dan 
als deze op een veranderend assenstelsel wordt beschreven, 
dat tevens om een as door den oorsprong draait. 

Men kan echter de coördinaten op het veranderlijk stel- 
sel herleiden tot rechthoekige coördinaten, als men nl. de 
hoeken kent, die telkens de nieuwe assen met de oude, 


I 
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rechthoekige maken. Noemt men / HOE —=6, dan is tg 4 = 
En Dn z en EE =—= COS np te y. Evenzoo is tg Z DOC 
—=tg’—=cos np cotg y. De nieuwe X-as OH maakt nu 
met de oude OG een hoek — (y— 6); de nieuwe Y-as OD 
met de oude X-as OG een hoek 180° — (y +6). De vroe- 
ger gevonden transformatieformules toegepast, geeft: 
x= V(l— sin? y sin? np) COS (y — 6) — 
—yW(1— eos? y sin? np) eos (y + 6) 
y= Vl —sin? y sin? no) sin (y — 6) + 
Hy Vl —eos? y sin? ne sin (y J- 6) 
GOS (y — 4) = COS y COS 4 + sin y sin 4. 
Uit tg 94 — cos nw tg y volgt sin 4 —= Se 
7 à V(leos? np tg y 
COS 4 = PR dus cos (y — 6) = 
GOS? y + COS NW sin? y COS? y + sin? y COS np 


(EI) 


cos yr (l--cos?nptge?y) _ W(eos? y + sin? y cos? np) 
(Wordt vervolgd). 


Ken eonstruetie bij den toestel van Atwood. 


Wanneer een gewicht G met versnelling a daalt, dan is 
de spanning in het koord S=(G&— ma. Maakt men dus 
AD =G, AB =g, AM Suren 


DEK 
| KL =atgB=ad Xe Sn 


ma zoodat ML de grootte van S 

IL voorstelt. 

‚In AABD vindt men dus 
M B dadelijk S als a bekend is, en 

9 omgekeerd. 

Bij den toestel van Atwood rijst een tweede gewicht G, 
met dezelfde versnelling als G daalt. Maakt men AE =G,, 
AC =g, dan snijdt CE na verlenging BD in F' zoodanig, dat 
HF de gemeenschappelijke versnelling, en Fl de spanning 
in het koord is. 

Uit de figuur blijkt spoedig, dat de verschillen DH en HE 
van S met de gewichten, evenredig zijn met die gewichten, 
en dat, als het verschil DE der gewichten grooter wordt ge- 
nomen, de versnelling toe-, en de spanning ae 

zl NARE 
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lsofrope Punten 


DOOR 


J. M. HILLENIUS, (Schiedam). 


(Vervolg van pag. 92.) 
Gaan we nu den limietstand van de onbestaanbare 
BERAEDUNLEN dd 1 NA. 
De hoek, dien de verbindingslijn met den vasten top met 


de groote as vormt is Bte sE 


Nu is: lim Big SS — lim Big 


meei/(t 5E) ine VE) 


(a? —b) _ 
ZE 


a 
beelt 

Hieruit volgt, dat de onbestaanbare brandpunten naar 
de isotrope punten gegaan zijn, q. e.d. 

Onder de richtlijnen van een kegelsnede zullen we nu 
verstaan de poollijnen der brandpunten. Bij een cirkel vallen 
de vier brandpunten blijkbaar èn het middelpunt; de vier 
richtlijnen volgens de oneindig verre lijn. Uit bovenstaande 
definities van brandpunten en 
richtlijnen zullen we de hoof d- 
stelling afleiden. 

Indien nl. een kegelsnede 
S= 0min 2 punten. dôor een 
cirkel C=0 wordt geraakt, 
en de verbindingslijn der 
raakpunten is L == 0 (zie fig. 1), 
dan is de vergelijking van 
de kegelsnede voor te stellen 
door : CAL? = 0, 
indien men aan A een bepaalde waarde geeft. 

Uit deze symbolische vergelijking volgt, dat van de punten 
van de kegelsnede S= 0 de macht ten opzichte van den cirkel 
C=O evenredig is met het kwadraat van den afstand tot de 
mm =0 


Fig. 4. 
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Neem nu voor C=0 een nulcirkel, dat wil dus zeggen: 
twee toegevoegd isotrope raaklijnen aan de kegelsnede. 
Hun snijpunt is het middelpunt F van den nulcirkel en 
brandpunt van de kegelsnede. 

De lijn L=0, de verbindingslijn der raakpunten op de 
raaklijnen uit F aan de kegelsnede getrokken, is de poollijn 
van het brandpunt EF, d. w.z. richtlijn van de kegelsnede. 

De macht van een punt van de kegelsnede ten opzichte 
van den nulcirkel is blijkbaar het kwadraat van den 
afstand tot F. Bovenstaande stelling herleidt zieh nu tot: 
De afstanden van de punten eener kegelsnede tot een brand- 
punt dezer kegelsnede zijn evenredig met de afstanden tot de 
overeenkomstige richtlijn. 

Dit is de bekende hoofdstelling uit de theorie der brand- 
punten en richtlijnen. 

Tot toelichting van het in deze S$ behandelde dient figuur 
2, Daarin is geen rekening gehouden met metrische eigen- 
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schappen (al of niet bestaanbaarheid, grootte van afstanden) ; 
wel met projectieve. Op de oneindig verre lijn zijn de 
beide isotrope punten [, en l, aangenomen en de raaklij- 


123 


nen daaruit aan een willekeurige kegelsnede getrokken. 
De snijpunten dezer raaklijnen, de punten F,, F,, Ff, en 
F,, zijn de brandpunten, hun poollijnen de richtlijnen. De 
lijnen EF, F, en PF, FE, zijn de assen, en snijden de on- 
eindig verre lijn in Po en Qs: De kegelsnede wordt 
door de assen gesneden in de toppen, waarin de raaklijnen 
zijn getrokken, die òf naar Qo òf naar P… loopen, evenals 
de richtlijnen. De assen snijden elkander in het middel- 
punt M, waardoor ook de poollijnen der isotrope punten 
gaan. 

Naar behooren zijn de punten Po en Qoo harmonisch 
gelegen ten opzichte van I, en I,. 


$8. Een stelsel confocale centrische keyelsneden wordt ge- 
vormd door alle kegelsneden (ellipsen en hyperbolen), welke 
twee (bestaanbare) brandpunten gemeen hebben. Zij heb- 
ben dan de vier isotrope raaklijnen door deze brandpunten 
(en dus ook de onbestaanbare brandpunten) gemeen en vormen 
dus een schaar (stelsel kegelsneden, die allen aan vier 
lijnen raken). Het is dus wenschelijk de vergelijking op 
te geven in lijncoördinaten. (Zie : „Plückersche coördinaten”) 

Op puntcoördinaten is de vergelijking (rechthoekig as- 
senstelsel) : 


x° y un 
De kn: 


dus op lijneoördinaten : 
(a? HA) ut (DP Ao? -1=0 
of (atu? + bv? —1) HA (u? Hv?) =0. 

Hieruit blijkt ook duidelijk, dat het een schaar is; de 
basiskegelsneden zijn de kegelsnede au? Jb°v? —l= 
en de ontaarde „kegelsnede”, bestaande uit de beide 1sotrope 
punten u? + v? =0. De beide andere ontaarde „kegelsneden” 
bestaan ieder uit 2 brandpunten. 

De in 86 behandelde bundelschaar concentrische cirkels is 
een bijzonder geval van een schaar confocale centrische 
kegelsneden. 

Hen stelsel confocale parabolen wordt gevormd door alle 
parabolen, welke de as en het daarop in het eindige ge- 
legen brandpunt gemeen hebben. De andere brandpunten, 
nl. het oneindig verre punt van de as en de beide isotrope 
punten, hebben ze dan ook gemeen. Blijkbaar hebben ze 
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nu beide de twee isotrope lijnen door het brandpunt in 
het eindige tot raaklijnen, en ook de lijn in het oneindiges 
en daarop hetzelfde raakpunt. Ze vormen dus een schaar, 
waarvan twee basisraaklijnen zijn samengevallen. 

Voeren we weer lijncoördinaten in: 

Op puntcoördinaten is de vergelijking (rechthoekig assen- 
stelsel met brandpunt tot oorsprong): y? =2pax + p?, 
dus op lijncoördinaten : 

p (u? Hv?) — 2u =0, 
waarin p veranderlijk is. | 

Hieruit blijkt ook duidelijk, dat we zulk een schaar 
hebben. De basiskegelsneden zijn beide ontaard : 

1°. de beide isotrope punten u? + v? =0; 

20, het brandpunt in het eindige, dat in den oorsprong 
ligt en tot vergelijking heeft constante = O met het oneindige 
verre bestaanbare brandpunt, dat tot vergelijking heeft 
ii 

De beide isotrope punten vormen hier een paar samen- 
gevallen ontaarde „kegelsneden”. 


S9. Als laatste toepassing zullen we behandelen het 
onderzoek naar 
de cirkeldoorsne- 
den der kwadra- 
tische opper vlak- 
ken. Een ellips- 
oïde, hyper- 
boloïde of kegel 
snijdt het onein- 
dig verfemnriak 
in een niet-ont- 
aarde kegelsnede, 
welke den 
isotropen cirkel 
snijdt in 4 punten 
P,P,, Q, en Qs 
(zie fig. 3), die 
twee aan twee 
toegevoegd onbe- 


Fig. 8. 
staanbaar zijn; laten P, en P, toegevoegd zijn; eveneens 


125 


dus Q, en Q,. Onderstellen we voorloopig, dat deze pun- 
ten niet gedeeltelijk samenvallen. 

Alle vlakken, bevattende een verbindingslijn van twee 
dezer punten, zullen het kwadratisch oppervlak snijden 
volgens een doorsnede, wier oneindig verre punten isotroop 
zijn, m.a.w. volgens een cirkel. 

Men kan blijkbaar zoo 6 stellen evenwijdige vlakken 
aanbrengen, waarvan er twee, die door P,P, en door Q, Q3 
bestaanbaar zijn, die door P,Q,, P,Q2, P,Q,, en P,Q, on- 
bestaanbaar. Wij komen dus tot het resultaat: 

Ken kwadratisch oppervlak heeft in het algemeen 
6 stel evenwijdige cirkeldoorsneden, waarvan er 2 in bestaan- 
bare vlakken gelegen zijn. 

Laten de (bestaanbare) diagonaalpunten van den volledigen 
vierhoek P_P,Q,Q> zijn A, Ben C. Uit de elementaire 
theorie der kegelsneden is bekend, dat de verbindingslijn 
van twee dezer punten de poollijn is van het derde punt 
ten opzichte van den isotropen cirkel, omdat hierop de 
hoekpunten van den vierhoek gelegen zijn. Daar nu A 
de pool is van BC, zullen A en B harmonisch gelegen zijn 
ten opzichte van de snijpunten van AB met den isotropen 
cirkel, welke snijpunten isotroop zijn. 

Volgens S 4 zijn dus A en B punten die onderling lood- 
rechte richtingen voorstellen, evenzoo B en C, en C en A. 
A staat dus loodrecht op de vlakken door BC, B op die 
door CA, C op die door AB. 

Daar de hoekpunten van den vierhoek ook gelegen zijn 
op de doorsnede van het kwadratisch oppervlak met het 
oneindig verre vlak, is BC eveneens de poollijn van A ten 
opzichte van die doorsnede en dus gelegen in het poolvlak 
van Á ten opzichte van het kwadratisch oppervlak. Het 
poolvlak van een punt in het oneindige is echter een mid- 
delvlak, de middellijn door dat oneindig verre punt de 
toegevoegde middellijn. 

Is het middelpunt nu M, dan hebben we dus gezien, 
dat AM 1° loodrecht staat op BCM, en 2° de toegevoegde 
middellijn is van BCM. Hieruit volgt, dat AM een symmetrie-as 
van het oppervlak is; eveneens BM en CM. A‚ Ben C 
zijn dus de oneindig verre punten der hoofdrichtingen. 

De vlakken welke de cirkeldoorsneden bevatten, gaan 
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door 2 hoekpunten van den vierhoek, en dus door één der 
diagonaalpunten A, B of C, de oneindig verre punten der 
hoofdrichtingen. Hieruit volgt: 

Vlakken, welke cirkeldoorsneden bevatten, zijn evenwijdig aan 
een der hoofdrichtingen. 

Onderzoeken we nu de elliptische paraboloïde. Deze snijdt 
het oneindig verre vlak volgens twee toegevoegd onbestaan- 
bare. lijnen, welke den isotropen cirkel respectievelijk snij- 
den in P, en Q, en in P, en.Q; (niet in B, CneE 
Q, en Qs, want dan zouden die snijlijnen bestaanbaar zijn). 
De vlakken door P,Q,‚ en die door P‚,Q; snijden het kwa- 
dratisch oppervlak volgens een dezer oneindig verre lijnen 
en dus nog eens volgens een (onbestaanbare) lijn in het 
eindige. Dit levert dus twee stellen onbestaanbare ontaarde 
cirkeldoorsneden, daar, zooals bekend is, een lijn in het 
eindige en een in het oneindige in hetzelfde vlak gelegen 
een ontaarde cirkel vormen. (Dit is bijv. in te zien, door- 
dat zulk een ontaarde kegelsnede 2 isotrope punten bevat). 

De vlakken door P,Q, en P,Q, leveren twee toegevoegd 
onbestaanbare stellen niet-ontaarde cirkeldoorsneden ; de vlak- 
ken door P‚P, en Q,Q» twee stel bestaanbare niet-ontaarde 
cirkeldoorsneden. 

De Ayperbolische paraboloïde snijdt het oneindig verre 
vlak volgens twee bestaanbare lijnen, welken den isotropen 
cirkel respectievelijk snijden in P, en P, en in Q, en Qs, 
(niet in P, en Q, en in P, en @,, want dan Zouden 
snijlijnen onbestaanbaar zijn). De vlakken door P‚P, en 
die door QQ» snijden het kwadratisch oppervlak volgens 
een dezer oneindig verre lijnen en dus nog eens volgens 
een (bestaanbare) lijn in het eindige. Dit levert dus twee 
stellen bestaanbare ontaarde cirkeldoorsneden. 

De vlakken door-P;Q,,”PsQ PQ, en BeOne 
vier stellen, twee aan twee toegevoegd onbestaanbare, niet-ontaarde 
cirkeldoorsneden. 

Hen hyperbolische paraboloïde bevat dus geen bestaanbare 
niet-ontaarde cirkeldoorsneden. 

De elliptische cylinder gedraagt zich blijkbaar evenals de 
elliptische paraboloïde, de Ahyperbolische cylinder evenals de 
hyperbolische paraboloïde. 

Gaan wij nu na bij een hyperboloïde, ellipsoïde of kegel 
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of er van de punten P,, P,, Q, en Q, kunnen samen val- 
len. P, kan niet met P, samenvallen, daar dan een be- 
staanbaar isotroop punt zou ontstaan; wel echter met Q, 
in een punt P. Dan zal echter het aan P,‚ toegevoegd on- 
bestaanbare punt P, samenvallen met het aan Q, toege- 
voegd onbestaanbare punt Q, in het aan P toegevoegd 
onbestaanbare punt P’, 

De isotrope cirkel wordt nu in P en in P’ geraakt door 
de doorsnede van het oppervlak met het oneindig verre 
vlak. De beide bestaanbare: stellen zijn nu samengevallen tot 
één bestaanbaar stel gaande aoor PP’. Twee der vroeger 
besproken diagonaalpunten liggen nu op PP’, het vlak PPM 
is dus een symmetrievlak van het oppervlak, zoodat het stel 
bestaanbare cirkeldoorsneden evenwijdig is aan een sym- 
metrievlak. Blijkbaar hebben wij met een omwentelings- 
oppervlak te doen. 

Uit bovenstaande volgt, dat de doorsnede van een kwadra- 
tisch omwentelingsoppervlak met het oneindig verre vlak den 
isotropen cirkel tweemaal raakt. 

Laten we ook nagaan, wat er van de onbestaanbare 
cirkeldoorsneden geworden is. De stellen door P,Q; en 
door P,Q, zijn blijkbaar samengevallen met de samengevallen 
stellen bestaanbare cirkeldoorsneden, de beide andere gaan 
door de raaklijnen in P en P’, In een (onbestaanbaar) vlak 
door een dezer raaklijnen zijn de beide isotrope punten 
samengevallen, dus raakt een (onbestaanbare) cirkel, in 
dat vlak gelegen, de oneindig verre lijn van dat vlak en 
kan dus als parabool worden opgevat. 

Hen omwentelingsoppervlak bevat dus in het algemeen 2 stel 
toegevoegd onbestaanbare vlakken met cirkels tot doorsneden, 
welke cirkels als parabolen kunnen worden opgevat. 

Indien de beide oneindig verre (toegevoegd onbestaan- 
bare) lijnen van een elliptische paraboloïde den isotropen 
cirkel raken, dan gaan deze laatste cirkels over in een 
dezer lijnen en een onbestaanbare lijn in het eindige. 
Blijkbaar kan men dit ook als een parabolische ontaarding 
beschouwen, daar een oneindig verre lijn alle richtingen 
heeft en dus ook evenwijdig loopt met een lijn in het 
eindige, in hetzelfde vlak gelegen. 

Overigens vindt men weer twee stel samengevallen cirkel- 
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doorsneden loodrecht op de as; men heeft met een om- 
wentelingsparaboloide te doen. 

De beide oneindig verre (bestaanbare) lijnen van een 
hyperbolische paraboloïde kunnen blijkbaar nimmer den 
isotropen cirkel raken, zoodat daarbij geen omwentelingsvlak- 
ken voorkomen. | 

Besluiten wij met het onderzoek van den parabolischen 
cylinder. Deze raakt het oneindig verre vlak volgens een 
(bestaanbare) dubbellijn, welke dus den isotropen cirkel in 
twee toegevoegd onbestaanbare punten snijdt. Alle vlak- 
ken door deze lijn snijden den cylinder nog eens in een 
(bestaanbare) lijn, zoodat ze samen weder als een ontaarde 
cirkeldoorsnede kunnen worden opgevat. 

In het bovenstaande hebben we dus de cirkeldoorsneden, 
welke langs analytischen weg bekend zijn, door zuiver 
meetkundig onderzoek voor alle gevallen kunnen afleiden. 


Korte afleiding der formule voor de bigseeteix. 


E Zij ABC een driehoek, BD de bis- 
sectrix van Z ABC, 

Past men op het verlengde van AB 
de lijn BE =S BCtaf dammen 


CE // BD. 
Zij verder AOCEP(M) de omgeschre- 
D' € ven cirkel van A ACE, 
ij Nu is: 
AB BCE BBB 
AD XOCDS DO X DP = BO? — BD? 


af 


AB X BC — AD X CD = BD?, 
d.i. het vierkant op de bissectrix in een driehoek is gelijk 
aan het product der zijden aan den verdeelden hoek, ver- 
minderd met het product der stukken der verdeelde zijde. 


J. VERWEY DE WINTER. 
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enige derde-machts-vergelijkingen uit de 
leer van den driehoek 


DOOR 


Dr. C. STOLP, (Kampen). 


Zijn R,‚ r en s gegeven, dan kunnen de hoeken van den 
driehoek berekend worden na oplossing der vergelijking 
scs —(4RH-P) 0? Hs —r=0, « . « . … (1) 
die op bladz. 261 van den vierden jaargang voorkomt *) 
en wier wortels de tangenten der halve hoeken zijn. Gelijk 
daar wordt opgemerkt, kan deze vergelijking onmiddellijk 
worden opgeschreven door ieder, die bekend is met de 
betrekkingen 
OIAHSBHigj 0 SEL 
enz. Wie echter deze betrekkingen eerst moet afleiden, 
doet beter op de volgende wijze te werk te gaan. Zij p 
een hoek van den driehoek enz de daartegenover liggende 
zijde, dan is 
AE Bled 
(g° Jot igto 
Deze vergelijkingen bij elkaar optellende en «@ voor 


tg op schrijvende, heeft men 
en AR » zE 
Neel 
en, na verdrijving, der breuken, 
sn? Hsp =AR #0? +4 ra? Hr, 
wat hetzelfde is als 1). 
Worden de wortels van de vergelijking 1) met s verme- 
nigvuldigd, dan rist men de nieuwe Keren IDS 
pe — (AR Hr) 0? + 8 — sr =0, : 
wier wortels e—=stgt A, enz. de stralen der nege 
ven cirkels zijn. 


zeke 


Daar tg £ p = Ee ‚ kan men laatstgenoemde breuk in 


1) voor « in de plaats stellen. Vermenigvuldigt men ver- 


1) Aldaar staat, als derde term van de vergelijking, sr in plaats 
van sw, terwijl twee regels verder rcotg op voor rig op gelezen 
moet worden. 


Wiskundig Tijdschrift, 7e Jaargang. 0) 
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(s —z)? 


volgens de vergelijking met RED keert men de 


volgorde der termen om, dan komt er 
(s—z)® — s(s — 2)? +(4R Hr) r(s—2) —rts=0 . 3) 
of, £ voor s— z schrijvende, 
ES — st? (AR H-r)ertre=0. nd) 

De wortels dezer vergelijking zijn nu s—a, s—b, Ss —C 
en behoeven slechts van s te worden afgetrokken, om de 
zijden a, b, c te doen vinden. 

Om de vergelijking te verkrijgen, die a, b, ce tot wortels 
heeft, kan men de machten van s—z in 3) ontwikkelen 
en vervolgens de termen naar de afdalende machten van 
z rangschikken. Een rechtstreeksche afleiding van deze 
vergelijking is de volgende. 

Stelt p een hoek van den driehoek voor, dan kan de 
goniometrische formule 


2 
COUEED ERE 
vervangen worden door 


5 r ä The sz +5 En 
Door verdrijving der breuken Ei ee herleiding 
krijgt men nu 
2(s—2)? Jr?z=4Rr(s —2), 
23 — sz? H 822 Jrz == Akers —4Rrz, 
23 — sa? J(s? Hr? HAR) ARrs=0 . . (5) 
Toepassing op een eenvoudig voorbeeld. Laat gegeven 
zijn R=8,125, r=4, s=?21, dan wordt 5) 
8 422? 5872 — 2130 = 0. 
De ee, wortel zal gelegen moeten zijn tusschen 
de wortels der afgeleide vergelijking 
82° — 842 + 587 =0, 
zijnde z=l4 1/4. Beproeven wij nu de deeling van het 
eerste lid der derde-machts-vergelijking door z— 14, dan 
hebben wij deze be 


TDT 30 
dal IP RS I80 
BE ng 0 


Een der wortels is dus 14, terwijl de andere twee de 


wortels zijn van de- viera TeTE eg 
— 282 dl == 0, 
die geeft z=15 en ns 


1 


Oer het dilferenfieëren van determinanten, waarvan de 
lementen functies van één veranderijke zijn 


DOOR 


J.J G. WESTENDORP, (Nijmegen). 


Be Zij A= | 5 8 | een determinant, waarvan de elemen- 


ten A, B, C en D functies zijn van «, 
Gemakkelijk bewijst men: 


Sen e ee 5 ee | waarin A/ = de Be — enz. 
Immers A = AD — BC. 
LA AD'+AD— BBO 
Ä B A’ Ee 
Dl + 0 
IT. Nemen we een determinant van de 3e graad, 
AAA 
A= B, B, B, 
1 C. 3 
waarin A; A, A, B,.... functies zijn van «. 
Nu is: 
De ‚ B, 
AAE re 
zoodat volgens het onder 1 powezaie: 
HA Bee B. mbs. 
IC bl Aub 5 
Barb B | BED: 
m0 0. Be PGO, 
BerB', B ae B 
ts |, C, & &, TA'| ci Cc? 
waaruit gemakkelijk ei 
Al nee As DAE Aad. 
d 1 3 1 2 3 
D= B, EN + ‚B, |+| B, B, B, 
jC, C, 07 ds C, C, C 


Hieruit volgt, dat men Zen determinant, waarvan alle 
elementen functies zijn van eenzelfde veranderlijke, naar 
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die veranderlijke differentieert, door de som te nemen van 
alle determinanten, die men verkrijgt, door slechts één 
rij te differentieëren. 

Toepassingen. 

Zij eZeven: 


pijlen. den àl 
nes eh ig 
n— 2 

den. nne } d U 

An Ae 
dy, dys dy, 
dae” ne A SNN dae 
Yi CERN en ee di 


een determinant van de ne graad, waarvan elke rij de 
afgeleide is van de volgende rij. 
Past men de boven ontwikkelde stelling toe, dan blijkt: 


dq d d' y 
Yi AD EE 
3 EPD 
da da” da 
n— 2 
Fi — On d — Tijs d U» 
K > B bi] Es bl ae 6 ete 
5 En Rad g de ) da? 9 
n— 3 
ae En 7e TE 3, : d ” 
À Nede det 3 } a 3 
Yi Venn Ge 


een determinant, die alleen van de gegevene verschilt in 
de eerste rij. (Zie Lehrbuch der GEMEEN -Gleichungen, 
Forsyth-Maser, S 74). 

IT. De karakteristiek van het osculatievlak van een 
ruimtekromme is raaklijn aan die ruimtekromme. 

De vergelijking van het osculatievlak van de ruimte- 
kromme is: 


Xn Y—y ZZ OEE Oan Ra, 
x/ y 2! En Á y' Ed PN x/ y’ 2’ EE 0) (a) 
| xx! Or ll | xc’ Ji jk | xc! Od zit 


waarbij we ons de coördinaten van een punt van de ruimte- 
kromme als functies van één veranderlijke t denken. 

De karakteristiek wordt verkregen door differentiatie 
naar t; er komt: 


X Y 5 | B d, et Kr Yr LZ | 
LK — EA eb y pe Ee) 
red NE Ee | x 2 zi | x' ved zi | 


De vergelijkingen (a) en (6) stellen dus samen de karak- 
teristiek voor. Gemakkelijk volgt, dat ze zich ook laten 
schrijven a. v.: 

Xr Y—-y Zig 


ONE z 


’ 


d.i, de raaklijn. 


[wee nieuwe, lezenswaardige hoeken. 


1. Elementar-mathematik von höherem Standpunkte aus. 
Teil IL, Geometrie. Vorlesung gehalten Ì im Sommersemester 
1908 von F. Klein. 

Niettegenstaande den aangenamen stijl (Klein schrijft 
als een Franschman) zal voor velen het eerste gedeelte 
van dit boek wat zwaar zijn. Zonder veel bezwaar kan 
men beginnen bladz. 385 met de critiek van de elementen 
van Euclides. Daarop volgt een interessante „Anhang”: 
„Vom Unterricht in der Geometrie nach seiner Entwicklung 
in den verschiedenen Ländern”. 

2. Door dit werk van Klein is referent opmerkzaam 
gemaakt op het volgende, zeer fraaie boek: A. Study of 
mathematical education including the teaching of Arithmetic 
by Benchara Branford (Oxford, Clarendon Press, 1908). 


Ge Am CIKOTS 
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Indeelingen 


DOOR 


F. J. VAES, (Rotterdam). 
(Vervolg van bladz. 45, ben jaargang). 


Cycloïden. 


27. Een cirkel met straal r rolt zonder glijden over een 
cirkel met straal R. Een punt van den omtrek van r 
beschrijft een 

ortho-, epi-, hypo-, peri-ecycloïde, of een evolvente 
wanneer Ro, Ren rs;k)r RN r== 00 
tegen- ken 
gesteld in dezelfde 
loopen richting loopen 


ns 


gerekend van af het raakpunt. 


De peri-cycloïden worden meestal niet in handboeken 
vermeld. Uit het volgende zal blijken, dat men ze niet 
over het hoofd mag zien. 

Een ander punt in het vlak van cirkel # doorloopt een 
verlengde of verkorte eycloïde of evolvente. 

In het driehoekig diagram (fig. 41) hebben dus de hoek- 
punten ook be- 
teekenis : A cir- 
kel, B ortho- 

eyeloïde, C 
evolvente. 

Er doet zich 
hier het bijzon- 
dere voor, dat 
men buiten den 
driehoek moet 
gaan, omdat R 
en r tegengesteld 
of in dezelfde 
richting kunnen loopen, en dus beide met hetzelfde of met 
tegengesteld teeken moeten worden in rekening gebracht. 
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28. Noemt men 4 den afstand van het bewegende punt 
tot het middelpunt van den rollenden cirkel, dan kan 4 >, 
— of { r zijn, en daar men moeielijk aan l een verschil- 
lend teeken kan toekennen, zal men ook 7 positief moeten 
houden, en dus R + of — moeten nemen. Daardòor maakt 
men gebruik van den geheelen hoek ABC. 

De punten van de lijn R=r (AD), die de hypo-eycloïden 
(A ABD) scheidt van de peri-eycloïden (A ACD) stellen 
geen kromme lijnen voor, maar punten, want omdat de 
cirkels evengroot zijn, komt de rollende niet van zijn plaats. 
Op AB liggen cirkels, nl. telkens de grondeirkel R,‚ omdat 
penulis. 

Op BC liggen cirkels, omdat het beschrijvende punt daar 
samenvalt met het middelpunt van den rollenden cirkel. 

Op AC liggen cirkels, omdat de rollende cirkel daar 
draait om een punt van zijn omtrek; de stralen van die 
cirkels liggen in tusschen »#+l en + (r—l). Zij vormen 
de grens tusschen peri- en epi-eycloïden (buiten den drie- 
hoek ABC). 

De lijn {=r bevat steeds de gewone cycloïde-vormen 
en scheidt de verlengde van de verkorte cycloïden. 

29. Men kan nu opmerken, dat elk der hoekpunten een 
verschillende beteekenis heeft, al naar gelang de richting, 
van waar men er toe nadert. 

Want gaat men naar B langs AB, dan vindt men steeds 
cirkels gelijk aan den -grondeirkel, dus ook in B. Gaat 
men langs CB dan vindt men steeds cirkels met straal 
Rr, dus ook in B. 

Slechts dan wanneer men nadert langs de lijn /—=r, en 
B beschouwt als het punt, waar R oneindig groot is ten 
opzichte van / en 7, vindt men de gewone ortho-cycloïde. 
Nadert men B van uit een andere richting, dan komt men 
tot de verlengde of verkorte ortho-cycloïde. 

Nadert men C langs AC, dan vindt men in C een cirkel 
met straal #; gaat men langs BC dan geeft C een cirkel 
met straal 7—R. 

De liĳn == R geeft geen bijzondere uitkomst, omdat ze 
geen bijzondere beteekenis heeft; en men moet dus, om 
de evolvente te vinden, r oneindig groot denken ten op- 
zichte van len R. 
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Nadert men C langs een lijn, die zeer dicht bij BC ligt, 
dan vindt men de evolvente; langs elke andere richting 
komt men tot een kromme lijn beschreven door een punt, 
dat vast verbonden is aan een rechte lijn, die over een cirkel 
rolt, welke kromme men, zooals boven reeds geschied is, 
verlengde of verkorte evolvente zou kunnen noemen, al 
naar gelang het punt en de cirkel al of niet aan dezelfde 
zijde van de rechte liggen. 

Voor punt A kan men een dergelijk onderzoek instellen 
alssvoorsbaenst: 

Voor de verschillende vormen van ortho-cycloïde en 
evolvente is een afzonderlijk diagram noodig. 


30. De buitenbissectrice van Z BAC bevat de epi-cyclo- 
iden met één keerpunt; zonder moeite kan men lijnen 
aangeven voor epi, hypo- en peri-eycloïden met wille- 
keurig gekozen aantal keerpunten. 

Doordien de meetkundige plaats van de punten, waar- 
voor R en »# een gegeven verhouding» hebben, uit 4 lijnen 
bestaat, wordt men er toe geleid de kromme lijnen, welke 


liggen in de snijpunten van die 4 lijnen met de lijn D= 


constant, aan elkander toegevoegd te noemen. 

Dus zijn steeds toegevoegd aan elkander: een hypo- 
eyeloïde, een peri-eycloïde, een epi-cycloïde met „ keer- 
punten, en een epi-cycloïde, die na n omwentelingen een 
keerpunt geeft. 


sl. Zooals bekend is, heeft de verlengde ortho-, epi- 
eycloïde, enz. dubbelpunten met lussen, terwijl de ver- 
korte buigpunten kan hebben, of ook golvingen zonder 
buigpunten (zooals de baan van de maan om de zon). 

Bij de epi-cycloïdale beweging kan men om cirkel R 
twee daarmede concentrische cirkels trekken zoodanig, 
dat binnen den eersten ring alle buigpunten liggen, die 
bij de epieycloïden kunnen voorkomen, terwijl in den 
tweeden ring alle golflijnen zonder buigpunten liggen. 


De straal van den kleinsten cirkel is Er grooter dan R, 


zoodat een epi-cycloïde met buigpunten beschreven wordt 
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als men rl) — ern CALLS Ane Ee 


Rr 


epi-cycloïde zonder buigpunten als 


‚ en een 


r° 
ĳ/ NEN Cie 
$ Rr 
n 2 Bas É 
De lijn LEG geeft dus de scheiding; daarop liggen 
krommen, waarvan buigpunten samenvallen, en die dus 


punten bezitten, waar de raaklijn hoogere aanraking dan 
van de 2e orde heeft (de tweede afgeleide nul is). Voor 
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LE 


hypo-eycloïden vindt men als grens !l= Pe voor peri- 


9 


LE 


5 1 
cloïden / = 5 


R' 
Omdat bij de epi-eycloïden R neg gatief genomen is, kan 


men ook daar schrijven benik waaruit blijkt, dat deze 


Je 
Adie ’ 
lijn dezelfde is als voor de ben eycloïden. Men kan dus 


5 je 
alles te zamen nemen door te schrijven / = + RE s6- 


vende een kromme lijn met keerpunt in A. Die lijn snijdt 
de lijn /—=r in twee punten: le bij R— 0, wat noodzakelijk 
is, omdat men dan slechts cirkels verkrijgt, 2e bij R=?2r. 
De hypo-cycloïde gaat dan over in een middellijn van cirkel 
R. Deze bezit 2 keerpunten (nl. de beide eindpunten), en 
een oneindig aantal punten waar de tweede afgeleide nul is. 


82. De kromme lijn is het gemakkelijkst te teekenen, 
wanneer men een netwerk trekt als in fig. 41, dat elk der 
zijden- in gelijke deelen verdeelt, bijv. 10. De lijn A -2 
bevat de punten, waarvoor r:R=—=2:(10 —2)=2:8, dus is 
Be en 2 en de lijn, waarvoor dit het geval is kan 


onmiddellijk worden getrokken. 
F de Ane l eed 
Oorde lijn A sl4-is rr: Rd :4, dus „== je rd 
de lijn =d r snijdt A — 14 in een punt van de kromme. 


33. Wanneer een epi- of hypo-cycloïde beschreven is 
met parameters R, r en !, dan verkrijgt men een daaraan 
gelijke kromme door te nemen: 
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voor de epicyel: R, —5, HN ed, l=Rdr, 


] _UR-—r) 
=, 


voor de hypocycl: &, = Pb hi 


(Zie Dr. Gino Loria, Spezielle Algebr. u. Transcend. ebene 
Kurven, of Gomes Teixeira, Traité des Courbes Spéciales 
remarquables, Tome II). 

Het is niet moeielijk om bij een gegeven punt P,‚ dat een 
epi- of hypo-eycl. voorstelt, het overeenkomstige punt 
B,’ te: vinden. (fie. 42) 

Voor de hypo-cycl. heeft men: 

Ln R ed, 


vree Rr Le 
Immers wisselen # en l om, zoodat men de lijn BPK aan 


de andere zijde van BE moet leggen onder denzelfden hoek, 
dus EL == EK moet maken. 


Ook is GER dus als men CG’=?2BG maakt: 
BG r’ 
GOE 
BOR: 


Trekt men 
dus G'S, // AB 
en GS, // AC 
(waarbij GS, = 

Gre 
N wordt), dan ligt 
N RAN P/,. op sdenlijn 
en AS. Ook had 
SE DRE, mert.HP Ja 
er kunnen teeke- 
Ered nen MSS 
maken en PS’, 
Nn | AC, MS’, // 
BC kunnen 
trekken. 
Bij constante 
R en r en ver- 
anderlijke / 


Fig 42, 
doorloopen P,‚ en P,' de lijnen AG en AS. 
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Bij constante » en l, en veranderlijke R blijven P, en P,’ 
op BK en BL. P,enP’, liggen steeds ter weerszijden van 
demljnl Sr. 

Bij de peri-eyeloïden is dezelfde constructie uit te voeren 
AE ets B£). 

Bij de epi-cycloïden (P,) is 

R _ P‚N AI Fen EN 
f P‚0’ he R EREN: 

Men make dus AN’=P;O—4P;N, trekke N'S// BA, 
Bema sdansliet P;sop AS% 

Iets gemakkelijker voor het vinden van S; is: NU == NP, 
testemernsen DS’ BOESt IAC te, trekken. 

Voor de epi-eycloïde P, geldt dezelfde constructie. 


Derdemachtsvergelijking. 


ò4. De kromme y=? d-pet-gq kan een der vormen 


dy _ m2 Bles 
a, b, of c, fig. 43, aannemen. Daar aje =P, ln 
Mts er een buiepunt bij #0, en moet bij a, b, 5 


p negatief, nul, positief zijn. 


In een stukje, getiteld: „Die imaginären Wurzeln der 
Gleichungen höheren Grades” (Nieuw Archief voor Wis- 
kunde 2e reeks, 3e deel 1897) werden door schrijver de 
imaginaire wortels onderscheiden in absolute en toevallige. 
In fig. a kan men door verplaatsen van de x-as 2 of geen 
im. wortels verkrijgen; in fig. c zijn er steeds 2 im. Daar- 
om werd gezegd dat de wortels in fig. c absoluut im. zijn, 
en in fig. a toevallig im. De im. w in fig. a verdwijnen 


als de x-as raakt aan de kromme, dus als tegelijkertijd 
dy 


0, en Di 
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of #3 4 pe d-q=0, en 3u? Hp =0, waaruit de bekende 
betrekking volgt + p° —4q? =0. 

Er zijn reëele wortels als + p? > 4gq?. 

Op onderling rechthoekige p- en q-as, stelt deze verge- 
lijking de kromme lijn voor, die 
in fig. 4 is geteekend. 

Dus vindt men: 


in I derdemachtsvergelijkingen 
7 met twee gelijke wortels, 
Lee P op [Il derdemachtsvergelijk. 
met drie reëele ong. wortels, 
id in ITI derdemachtsvergelijk. 
met toevallig imagin. wortels, 
-Q in IV derdemachtsvergelijk. 
met absoluut imagin. wortels, 
op de g-as derdemachtsvergel. 
Fig. 4á overeenkomstig fig. b. 


en wel liggen in [ boven de p-as 2 pos. w. en 1 neg. w. 
onder TEN l ’ ANNE) 2 ’ ’ 
op.IL bovende … Zeelen 
onder EPR, l ’” ’” „2 gel. ’” ’ 
in [IL en IV-boven … „ 2 im 
onder en ’ rad 2 im. ’” ’ 
op de g-as bovende „2 toev.im.p.enl neg. 
„gras onder „1 pos.en 20e van 
De g-as maakt dus blijkbaar deel uit van gebied LI. 
Op de p-as ligt een wortel 0, en wortels + Lp, of + ip. 
De oorsprong geeft drie wortels nul. 
De vergelijkings? dre? Epe g==0 Zou AAG 
geven tot een ruimte-diagram. 


Vierdemachtsvergelijking. 


35. Deze kan steeds geschreven worden: 
Vrt DE 

waarin p en q J- en — kunnen zijn, en wel zijn er 3 ge- 

vallen mogelijk : | 

de verg. wordt: y=a* RIE IE. 

Obi == HPB HG 

Òf y= tE LTE DLT Ge EN 
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Re dy 
DEN Ti 


volgt, dat er buigpunten zijn voor : 
12 Ze ORE ee). 

1 À In geval (1) zijn 
er 2 reëele buig- 
punten (fig. 45); 

ie seval (3):2 
imag.; in geval 
(2) 2 samen vallen- 

\ | devoorsg=— (0, 
1e In geval (2) en 
(3) zijn er dus ten 
hoogste 2 reëele 


=S + 2 dp, 2e Ae 


EN 


wortels en steeds 


2 absoluut imag. 

In geval (1) 

kunnen er 4 reëele zijn, 

oke ren Zstoevallie 
imag, of 4 toev. imag. 

(1) kan zich ook in den 

vorm (1/), (fig. 45) voor- 

doen met 2 absoluut im. 

Fig. 46, wortels. 
Den overgang van (1) op (1) vormt het geval (1//), of 
(1), fig. 46, waarbij de raaklijn in een der buigpunten 
horizontaal is, Dan is: 


en —0, voor e= of —V. 
86. Met behulp hiervan kan diagram, fig. 47, worden 
geteekend. 


dy 


nF dae AE de 
enh 
Dus de F Oals p SV} (di. 0.5445). 
b. ==} geeft en En 0 als p Ps rn 
$ 


cv. @—=0 [geval (2)] geeft p —=0. 
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De lijnen p= fl scheiden dus het gebied met abs. 
imag. van dat met toevallig imag. wortels; op de lijn + p 
liggen 8 gelijke pos. wortels en 
1 negatieve, op de lijn —p lig- 


ZS NG NN GO gen 3 gelijke negatieve wortels 
lg AN \N (en 1 positieve. 

RR EN NN 81. Om na te gaan hoe het 
DUIK | middengebied moet worden ver- 


deeld, (fig. 48) kan men onder- 
zoeken, wanneer er 2 gelijke 
wortels zijn, dus de x-as raakt 
aan de kromme (fig. 49). Immers 
is daar de overgang van reëele 
op toevallig im. (fig. 46, 1). 
Zijn er 2 wortels a, dan bevat het 2e lid der verg. een 
factor «? — 2ax Ja? 
Door deeling vindt men: 
n° — Zar Ha? |? + Zar + (Ba? —1) 
ij ml. nd 
g+ — Zan Han? 
Zar? — (a? +1) 
Zar? —4a? a? + Za? 
(Ba? —1) xe? + (p —2a°) 
— 2a (Ba? —1) # + a? (Ba? —1) 


2 GAD 
EN 


NNNN 


0. 
Pp — Za? =— bat + 2a of p=—4a® +2a . . (4) 
qa 
Het quotiënt geeft 2 wortels: 
=—adV(l=2a2) en 


welke reëel zijn, zoolang |a| <42 is. 

88. Door eliminatie van a uit (4) en (5) zou men de 
verg. van de scheidingslijn vinden. Gemakkelijker is het 
echter aan a verschillende waarden te geven, en daarbij 
p en q te berekenen. 

pl, alsa) en 4d AA ek A 
met (7) zijn in ’t laatste geval 2 wortels gelijk — ag. 

p max. of min. als —12a? +20, a=tl\vt, Dan is: 

p= of Hé 4-2 (zie geval aen b). 

De scheidingslijn raakt dus aan de lijnen, die reeds in 
het diagram getrokken zijn. | 
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q—0 als a? =0 en 343, =|, a=tWV4; dan is: 
p= AVEH2V IE) 
q max. of min. als 124? —?2a, dus det) Ae 


Voor a—=0 is p=0 en q—=0 (max.) 
Voor a=tV4 heeft p dezelfde waarden als boven; 


er zijn dus geen max. punten, maar keerpunten. 


Ha geeft p + of — en q 
Dd 


dezelfde waarde. Er is dus 
symmetrie ten opzichte van 
Er de q-as. 

Als q een groote neg. waar- 
de heeft, dan zullen er 2 
reëele w. zijn en 2 toev. im. 

Daaruit volgt dat dit zal 
plaats hebben in 1. Op de 
SN kromme vallen 2 wortels sa- 
( men, dus in gebied II zijn er 
4 reëele wortels. 

Daarop moet een gebied 
III volgen met eveneens 2 
r. w., en daarna een gebied 
IV met 4 toev. im. w. 

Dit gebied loopt door over 
de zijdelingsche gebieden, 
zoodat deze V en VI geven 

Fig. 49. met 2 reëele en 2 absoluut 
imaginaire wortels (aansluitend bij III en U). 


e 


( 
Og 


Vijfdemachtsvergelijking. 


39. Schrijft men deze: y=? + @? pa? + qa + r, waar- 
in p, q en r pos. en neg. kunnen zijn, dan is 


be aes sie Od: 
dy 
ge — 0m + 6e + 2p. 


In een buigpunt is 20m? + 6x +2p==0, en volgens het 
besprokene bij de derdemachtsvergelijking, zal deze abso- 
Juut imag. wortels hebben als de 2e term het + teeken 
heeft. Bijgevolg heeft de kromme lijn 
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YH eN ZN 
nooit meer dan éen buigpunt (geval d, e en f), dus stellig 
2 absoluut im. wortels. 
Er kunnen 3 buigpunten zijn bij de kromme 
y= =p? J- ENZ. 

40. De vergelijking 20x® —6xv +2p=0 heeft 3 reëele 
wortels als +, X (Ào)® > 4 X op)? of [PS VH. 

Denkt men dus een ruimtediagram op drie onderling 
loodrechte assen (voor p, q en 7), dan liggen tusschen de 
vlakken p=? en p=—V?# kromme lijnen met 3 reëele 
buigpunten (geval a,b,c, g en h, fig. 50). Er kunnen dus 
5 reëele wortels zijn. 


AL 


Fig. 50. 

41. Om den overgang te vinden van reëele wortels tot 
toevallig imaginaire denke men weder twee gelijke reëele 
wortels. 

a. De vorm #? — x? + pa? + qe + r moet dan deelbaar 
zijn door. #? — Zar a%. 

Voert men de deeling uit, dan vindt men als quotiënt 

ns + Zar? + (Za? — 1) H(4a% — Za + p), 
terwijl de rest slechts nul is, als 
g=—bat* d- 342 2ap en 
en f=4d? — 20° pg Ne 

Door eliminatie van a zou men een oppervlak vinden, 
waarop de vormen b, c,g en h liggen, en dat de ruimte 
verdeelt in gebieden met 5, 8 of 1 reëele wortels. | 

Men doet echter beter de samenstelling van dit opper- 
vlak nategaan door de volgende beschouwingen. 
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Vooreerst blijkt dat 


dus r en q worden tegelijk maximum of minimum; voor 
elke waarde van p vindt men dus in het diagram een door- 
snede met keerpunten. Deze zijn aanwezig ter plaatse waar 

ar Ore 20 ee nn en ae rl) 
is; volgens het voorgaande zullen er dus drie keerpunten 
zijn, zoolang p <2 is. 

Steeds ligt een dezer keerpunten op de p-as, want voor 
ge OIS d—=0, dus ook r=—=0. 
dr 
da 
punt evenwijdig aan de gq-as. 

Voor een gegeven waarde van a stellen vergelijking 
(1) en (2) een rechte lijn voor. Kiest men voor a de waar- 
den, die aan (3) voldoen, dan ziet men dat de keerpunten 
van de achtereenvolgende doorsneden op een rechte liggen. 

Om gemakkelijk een aantal doorsneden te kunnen tee- 
kenen, kan men eens voor altijd de hulplijnen 

q=— dat + 3a? 
en »=4a?® —2a? construeeren 
en bovendien voor verschillende waarden van p de lijnen 
y=?ap en y=pa’, ter weerszijden van eenzelfde a-as. 

Men meet dan onmiddellijk waarden van q en r op, die 

bij elkander behooren. Voor p =0 heeft de kromme den 
vorm a, voor p nabij 
V# ongeveer den 
a b vorm b (fig. 51). In het 
gebied, dat zich toe- 
snoert, liggen 5 reëele 
Fig, 51, wortels. 
Deelt men den vorm 
n° — LS enz. door (@ — a)° 
dan is het quotiënt «? + 3ax + (64? 41) en de rest is nul, 
als p —3a — 104a?, 
q =15at —3a?, 
r=a? —6aë, 
Voor deze waarden zijn er dus 3 gelijke wortels. Zij 
Wiskundig Tijdschrift, 7e Jaargang. 10 


Daar ook — 0, is de raaklijn aan de kromme in dit 
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stellen een lijn voor van het door (Ll) en (2) bepaalde 


oppervlak. 
Bte RODE EREA 
Daar Ee A worden p, q en r gelijktijdig 


max. of min. dus heeft de lijn een keerpunt. 
Deelt men Pr — #3 + enz. door (& —a)*, dan is het quo- 
tiënt «+ 4a, en de rest is nul als 
10a® == lip 20a SED A 
Voor deze waarden zijn er 4 gelijke wortels; zij stellen 
een punt voor van het door (1) en (2) bepaalde oppervlak. 


we 


In „De Natuur’ geeft Dr. L. U. H. C. Werndly een 
empirische bepaling van 7. 


Áls bij een groot aantal gelijke waarnemingen de gemid- 
delde fout v‚, en de middelbare fout v,‚ is, dan is 


EN Se 
Door 1500 lucifers van ééne soort te wegen, vond hij: 
1 —3.1414, 

Het meten der lengte van 12000 lucifers gaf geen goede 
uitkomst. Omtrent de op bladz. 70, 4en jaargang W. T. 
vermelde proeven merkt Dr. W. op, dat de te gebruiken 
naald ook krom mag zijn. 
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edaante van hef golfoppervlak en schijnbare plaals van 
gen voorwerp, bij vlakke spiegeling en brekiog 


DOOR 
Dr. L. U. H. C. WERNDLY, (Utrecht. 


In een isotroop medium planten de lichtstralen, van één 
punt uitgaande, zich naar alle richtingen ongestoord voort 
en het golfoppervlak — waarvan de lichtstralen de norma- 
len zijn —is een bol met dat uitgangspunt tot middelpunt. 
Komen nu de lichtstralen aan de grens van een ander 
medium, dan wordt in het algemeen hun richting gestoord 
en ook het golfoppervlak verandert van gedaante. Stellen 
wij ons voor, dat van een lichtend punt L in een medium 
met brekingsindex m een willekeurige straal LP uitgaat 
en de grens van een ander medium met index „ onder 
een hoek a treft; indien wij dan een vlak brengen door 
dien straal en door de loodlijn, uit L op de grens der media 
neergelaten, dan weten wij, dat L? in dat vlak blijft en, 
na de breking, met die loodlijn een hoek £ vormt, vol- 
doende aan de voorwaarde m sin a=—=n sin 2. Inde figuur 

je is dat vlak tot teekenvlak 

/ gekozen, de scheiding der 
twee media als plat vlak 
aangenomen en verder 
m ) n verondersteld. Wij 
zullen het verloop der uit 
L komende stralen alleen 
in het teekenvlak nagaan ; 
denkt men zich echter dit 
vlak roteerende om de 
eerst genoemde loodlijn, dan is het nu volgende toepasselijk 
op alle stralen. Elke twee opeenvolgende stralen van het 
teekenvlak zullen, na de breking, in het algemeen elkaar 
snijden en zijn tevens de normalen van de kromme lijn, 
die bij de zooeven bedoelde rotatie het golfoppervlak vormt 
en „golflijn” heet. Die opeenvolgende snijpunten der ge- 


=hfL 


148 


broken stralen vormen samen de z.g. „kaustische lijn” en 
nu is het niet moeilijk in te zien, dat de kaustische lijn 
zoowel de omhullende der gebroken stralen als ook de ont- 
wondene der golflijn is; immers de gebroken stralen zijn de 
normalen der golflijn en tevens de raaklijnen der kaustische 
lijn. Wij zullen alle gebroken stralen in onze figuur voor- 
stellen als één enkelen straal met behulp van één para- 
meter (« of £) of van twee onderling afhankelijke para- 
meters (a en @), wier variaties dan nog één graad van 
vrijheid overlaten. Zoeken wij daarbij de omhullende, dan 
is daarmede de kaustische lijn gevonden; deze stelt ons 
in staat de ‚schijnbare plaats van L” te bepalen, gezien 
van uit een willekeurig standpunt in het teekenvlak. 
Immers er bestaan geen gebroken stralen, die geen raaklijn 
aan de kaustische lijn zijn en als wij dus van uit het stand- 
punt van het oog de raaklijn aan de kaustische lijn trek- 
ken, is het raakpunt juist de schijnbare plaats, die wij 
zochten. Beschouwen wij ten slotte de kaustische lijn als 
ontwondene van de golflijn, dan kunnen wij de gedaante 
van deze laatste bepalen, door bij de kaustische lijn als 
ontwondene de ontwindende te zoeken. 

Neem een coördinatenstelsel aan: de grens der media 
is wv-as en de coördinaten van het punt L, dat op de y-as 
ligt, zijn: O0 en —h. 

Vergelijking van den invallenden straal LP: 


de =— Cot «. 
5 
Vergelijking van den gebroken straal PQ,: 
EE ml GONE 
of, daar msina=—=nsing: 
nsin @ 


Van deze lijn moet, met 2 als parameter, de omhullende 
gezocht worden. Differentieer dus partieel naar £, of 
eenvoudiger naar sin @, dan komt er na herleiding: 

cos? @ | Ee 
be ne sin? Blet eehmen CL 
Elimineer £ uit (I) en (ID, aldus: men begint met uit 
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beide vergelijkingen de uitdrukking (m?—n?sin? 6) te 
elimineeren en vindt aldus: 


teB=T. CI dns NR CLI 
9 (my) — (hm) 


Nu lost men uit (II) eos? £ op 


cos A= rt ny ; RN a GT-M) 
mi ns he —n? zr 


Uit (III) en (IV) laat 2 zich zonder moeite elimineeren, 
waardoor men ten slotte heeft: 


BEN) | (hm)i — (my)? | of 


2 
omen 


) (kausti- 


[B 

in | 

ZU m 
sche lijn). 

Zooals wij reeds zeiden, is de kaustische lijn geschikt, 
om de schijnbare plaats van een voorwerp in een ander 
medium te bepalen. Een paar voorbeelden om dit toe te 
lichten. Stel dat een waarnemend oog zich bevindt, in de 
lucht als medium, bij Q (dan is » =1) en dat L een voor- 
werp onder water voorstelt (m=*/;), dan ziet Q het voor- 
werp L liggen in ’t punt B, zijnde het raakpunt van de 
raaklijn, door Q, aan de kaustische lijn getrokken. Bevond 
het oog zich ergens in de y-as, dan zou het het voorwerp 
zien in A, ter plaatse, waar de y-as aan’ de kromme raakt ; 
dit raakpunt is onmiddellijk uit vergelijking (V) te vinden, 
door «#@ =0 te substitueeren en blijkt te zijn het punt 


y= — Le 3/‚h; schijnbaar is het voorwerp onder die 


omstandigheden over een afstand van ‘/‚h opgeheven. 
Verplaatst het oog zich van uit de y-as hoe langer hoe 
meer naar rechts, dan ziet het het voorwerp L steeds 
rakelings aan de kaustische kromme, dus hoe langer hoe 
hooger; het verplaatst zich dus schijnbaar langs ABC en, 
is het in C gekomen, den uitersten stand, dan bevindt zich 
het oog in de x-as en kijkt, ook als uitersten stand, langs 
den waterspiegel heen. Dit grensgeval moet blijkbaar met 
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de grens der totale reflexie overeenkomen; d.w.z. de 
invalshoek van den straal LCD moet tot sinus hebben het 


bedrag En Dit is inderdaad het geval, want substitueert 


men in verg, (V) y=0, dan vindt men voor het punt C 
ied en nu is sin ,LCE =sin / OLC 0 en: 
Ari h $ hm Set 
Vm? 1) W/m? 1) mm 

Als tweede voorbeeld zullen wij de schijnbare plaats be- 
palen van het voorwerp L in geval er geen breking, doch 
vlakke spiegeling plaats heeft; wij hebben dan in de verg. 
(V) te substitueeren m==—n en vinden voor de kaustische 
lijn in dat geval: 


ib 


2 


dl 


EL SIE ( dat ishet pünt wm ON 


De 


Dit punt, dat de geheele kaustische lijn representeert, 
is dus meteen de schijnbare plaats van het gereflecteerde 
voorwerp L, onverschillig, waar zich het waarnemend oog 
in het medium m ook bevinden moge. 

Was de kaustische curve dus in ’t algemeen de meet- 
kundige plaats van de schijnbare ligging der voorwerpen 
na breking of spiegeling, zij kan ons tevens dienen, om 
in het tweede medium de golflijn te bepalen, daar zij hier- 
van, zooals wij aantoonden, de ontwondene voorstelt, waarbij 
wij dus de ontwindende te zoeken hebben. Dit geschiedt 
door uit de Ben die wij f (a, @) =0 noemen, uit 
(a —a) + (y— l) sl Eeen en uit — £ ae 
elimineeren. In de OE en kaustische curve zul- 
len wij als loopende coördinaten « en f invoeren en tevens 


—l asen nme 


de —p stellen. Elimineer dus « en 2 uit: 
d 2 
(ee) pljBjo pd 1 mn + nE (lj 
(VI) (VII) (VIII) 
Als men verg. (VIID) differentieert en ie. elimineert 


met behulp van verg. VII, ontstaat er een nieuwe betrek- 
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king tusschen « en @, welke, in verband met verg. (VI), 
ons in staat stelt « en 2 op te lossen. 
_p* (wt py) (n° — n°) m? (e J- py) 
DD ne) plm? + p?(m? —n?)] 
is het resultaat daarvan en nu is a eliminatie volbracht, 
indien men deze waarden substitueert in verg. VIII. Aldus: 


EO 


PS tpm (oto) (mn?) m? (atpy)* _ == (hn)5, of 
mp? mn plm p mn) 
[m2 Hp? (m? n°) Ge py) — (hnp)!, waaruit volgt: 
ee Te Te 
AEC) SN) 


Deze differentiaalvergelijking stelt de gevraagde golf- 
lijn voor; om haar te integreeren, zullen wij haar be- 
schouwen als een meer algemeenen vorm van Clairaut’s 
vergelijking'en wel als 

y= xp (Pp) + V(p) 

Differentieer dus eerst naar «,integreer vervolgens naar 
p en elimineer ten slotte p uit het resultaat daarvan en 
uit de oorspronkelijke vergelijking (LX). Achtereenvolgens 
vindt men: 

der zE — hnp? (m? —n? 


OER ven ede IE 
Vermenigvuldigd met ee) en geïntegreerd: 


LVL Hp?) h(m*—n?) 1 p? 
Re Nn 

Uit verg. (LX) en (X) moet nu p nog geëlimineerd worden. 

Een constante moet hier feitelijk niet ingevoerd worden, 
daar bij het omgekeerde proces — ontwondene afleiden — 
ook geen constante geëlimineerd wordt. Maar bovendien 
zou die willekeurige constante C het elimineeren zóò 
moeilijk maken, dat wij ons toch tevreden zouden moeten 
stellen, met het bijzondere geval C=0 te behandelen. Wij 
hebben dus p te elimineeren uit: 


Rede hn n ie) 
EAT A Cl 
Dit geschiedt het gemakkelijkst, door den wortelvorm 


CX) 
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uit beide vergelijkingen op te lossen en de daarvoor ge- 
vonden waarden aan elkaar gelijk te stellen; zoo komt 
men tot 
—_ me 
(m2 — n°) y 
en deze waarde, gesubstitueerd in een der twee laatstge- 
noemde vergelijkingen, geeft na ge noodige herleidingen : 
seat =1 
h2(m*—n? je he 
n° n° 
Al naardat m grooter of kleiner is dan », stelt deze 
kegelsnede een ellips of hyperbool voor; het golfopper- 
vlak is dus een rotatie-ellipsoïde of hyperboloïde, waarvan 
het punt Leen der brandpunten is. 


D= 


Men kan ook de diff. verg. IX op zeer korte wijze op- 
lossen, geheel en al zonder integreeren. 
Stel ns p= 
VO dy m, 
de Vlm?—n?) de, WVlm?n?) Pt 
Door de substitutie van deze waarden gaat de diff. verg. 
na een kleine herleiding over in: 


m° (y‚) = om? —n? | rd Dn an 


Men ziet onmiddellijk, dat aan deze betrekking voldaan 
wordt door de dubbele voorwaarde: 
EE je: 1 
il Pie ln 
Zoo ontstaan twee eenvoudige vergelijkingen, waaruit 
terstond p, geëlimineerd kan worden, met het resultaat: 
ki hehe zl of 
n° ee DE 
Emin) + hemt 


Aan A8 n= 


=|. 
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De eirenlaire tracteix 


DOOR 


Dr. P. van GEER, (den Haag.) 


TL. 


In de „Correspondance de Christiaan Huygens” deel X 
(pag. 422) wordt voor de eerste maal van bovengenoemde 
kromme melding gemaakt. Na een uitgebreid betoog over 
de rechtlijnige tractrix volgt de figuur van de circulaire, 

doch slechts 
voor het bijzon- 
der geval, dat 
de _standvas- 
tige raaklijn 
gelijk is aan 

3 À den straal van 

Ed den cirkel. De 
figuur van Huy- 
gens is hierne- 
vens in «fig: «1 
weergegeven. 

Fig. 1. Slechts een 
paar regels (in het latijn) zijn er bijgevoegd. Im een 
noot der redactie wordt opgemerkt, dat Huygens blijkbaar 
zonder berekening de eigenschap heeft gevonden, dat de 
spiraal het middelpunt van den cirkel tot asymptotisch 
punt heeft. 

Deze mededeeling gaf mij aanleiding tot een zelfstandig 
onderzoek naar de circulaire tractrix in de verschillende 
gevallen, dat de standvastige raaklijn is grooter dan, gelijk 
aan, of kleiner dan de straal des cirkels. Nadat ik de 
berekening had opgesteld en daaruit de bijbehoorende 
figuren afgeleid, ging ik na, wat hieromtrent in bekende 
werken voorkomt In de eerste plaats raadpleegde ik het 
werk van LORIA: „Spezielle Algebraïsche und Transcen- 
dente ebene Kurven, Theorie und Geschichte”. Daarin 
wordt gehandeld over deze kromme in Abschnitt VI, 
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Kapitel XXI[ S 232 met de bijbehoorende figuren 128 en 
129. Bij vergelijking bleek zoowel de mathematische be- 
handeling als de teekening der figuren zoozeer af te wijken 
van het door mij daaromtrent gevondene, dat geen vol- 
doende overeenstemming was te verkrijgen. 

Nadat ik dit onderzoek eenigen tijd had laten rusten, 
werd in dit tijdschrift mijn aandacht gevestigd op het werk 
van PF. GOMES TEIXEIRA: „Traité des courbes speciales 
remarguables planes et gauches” (in het fransch vertaald 
uit het spaansch). Nadat ik dit werk had laten komen, 
bleek mij, dat daarin ook wordt gehandeld over de circu- 
laire tractix en wel in Tome IT Chapitre VIII onder X. 
Hoewel de behandeling afwijkt van die, welke door LORIA 
wordt meegedeeld, komt zij in geenen deele overeen met 
de mijne, en geeft ook niet dezelfde figuren. Trouwens 
bij al het goede, dat in dit tijdschrift over het laatst 
genoemde werk werd vermeld, moet ik toch opmerken, 
dat het gemis aan goed geteekende figuren een schaduw 
daarop werpt, en niet minder het ontzettend aantal druk- 
fouten, zoowel in den tekst als in de formulen. Wel 
wordt aan het einde van elk deel een lijst van drukfouten 
opgegeven, waarvan de correctie in den tekst zeer om- 
slachtig is, maar dan nog blijft een lange rij van onver- 
beterde drukfouten over. Het is volgens mijne ervaring 
een kwaal, die aan vele mathematische werken van fransche 
afkomst kleeft; een behoorlijke correetuur van deze wer- 
ken schijnt daar veel te wenschen over te laten. 

Intusschen vond ik hierin aanleiding om mijne onder- 
zoekingen over dit onderwerp nogmaals met zorg na te 
gaan, en geef ik thans hier de uitkomst daarvan volgens 
een methode, die mij voorkomt, niet slechts op heel wat 
eenvoudiger wijze de vergelijkingen der gezochte krom- 
men weer te geven, maar daarbij ook de juiste figuren 
leert kennen met niet onbelangrijke eigenschappen, welke 
in genoemde werken ontbreken. 


Li 


Hoewel de benaming tractriv of treklijn wijst op een 
mechanische beteekenis, doet men het best met deze ter zijde 
te stellen en haar bepaling zuiver meetkundig te houden 
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Zij (fig. 2) OB éen gegeven cirkel met den straal r, dien 
wij hier richteirkel zullen noemen. Het punt A ligt buiten 
dien cirkel op 
eer sereven 
afstand AB =a, 
en beschrijft de 
kromme zooda- 
nig, dat in elk 
harer punten P 
de lengte der 

raaklijn tot 
haar snijpunt Q, 
met den cirkel 
de _standvas- 
tige ‘waarde a 
heeft. 

Om de vergelijking der kromme op te stellen maken 
wij gebruik van een poolcoordinatenstelsel met O tot pool 
en OA tot poolas. Den vector OP noemen wij v en de 
anomalie POAs gl A POQ stellen wij £ POG =a en 
nemen dezen hoek tot onafhankelijken parameter, waarin 
de coördinaten worden uitgedrukt. Den hoek OPQ, tus- 
schen veetor en raaklijn noemen wij £, dan is in dezen 
driehoek : 


Fig. 9. 


Oe Deer APO GOS A en te tree nl) 

Ne ED rna Bed 2 

Op poolcoördinaten wordt de hoek Aeron raaklijn en 
vector bepaald door de formule - 


LANSUI En ee el) 
Uit (1) volgt 
v=rCOSat Wa? =r?sin?a)- . ….-…, (4) 
waarbij de wortelgrootheid naar omstandigheid positief of 
negatief wordt genomen; hier is volgens fig. 2 het teeken 
positief. 


(4) geeft: 
dp Ld BN COS ate ete UE SIN 0 8 
da — Vla? —r? sin?) 2 W(a?—r? sin?) 
derhalve 
dv r sina 
ek OR De a D) 


v V(a? —r? sin? «) 


Volgens (2) is: 
r sina 
EE Va? —r? sin? a)’ 
gevende door substitutie in (3): 
2 ain? 
pn bne ed Sn ee 
v a? —r? sin? a 


a? 
of: iem a? —r? sin?e da, 
5 da 
en: ee ner B 


De integratie dezer vergelijking geeft p in functie van 
a; (4) geeft v in functie van a; daarmede zijn beide coör- 
dinaten in dezen parameter uitgedrukt. In (6) wordt de 
constante der integraal bepaald door de voorwaarde p —=0, 
v=adr, voor a=—=0. Aangezien de waarde van de integraal 

d 4 
verschilt naarmate a 5 r, zullen wij de integratie uitstel- 
len, tot de verschillende gevallen afzonderlijk worden 
beschouwd. Doch uit den gegeven vorm kunnen ver- 
schillende grootheden worden afgeleid. 


Rectificatie. 


Op poolcoördinaten wordt het boogelement uitgedrukt 
door de formule: 


ds =V(dv? 4 v?do®), 


Ne os een dv afde 
dat is hier: BVIE) nk? (5) 
gevende door substitutie van (5) en (6): 


ONT EA 
da a?—r?sin?a a? —r?sin?a 


[r cos a WV (a?—r’sina)| 


en ‚ f* sina cos ada ie sin adx 
en: s—=ar® ON en erik TE Es 
ga —r?sin?a Jol{a® —r? sin? «) 


of na integratie: 


a (a +) 


re EE EN 


Kromming. 


De formule voor den kromtestraal is hier, omdat (@—o) 
de hoek is tusschen de raaklijn en de as: 


ne dS 
__d@—p) 
Nu is 
ds — _aorsina 
da a? —r?sin?a 
d(BL—E) r COS « r? sin? « 
de Wia? —r?sin?ea a? —r?sin?a 
— r?sin? ad rcosa (a? —r° sin? a) 
a? —r? sin? « 
derhalve 


av sin a 
— r sin?atCosal(a°—r sin?«) 


p= (8) 


Hieruit volet: 
p==0 voor sin a=0; zoo dikwijls dit plaats heeft ontstaat 
een keerpunt; se —= oo voor 

rsin? «—=cosal(a? —rsin? a) 


1 


of ER oe tn (0) 


bepalende het buigpunt, dat er altijd is, wanneer de kromme 
begint buiten den richtcirkel, 

Thans gaan wij er toe over, de verschillende gevallen 
afzonderlijk te beschouwen. 


LEE 


Beginnen wij met het eenvoudigste geval zijnde a — r, 
gevende de figuur van Huygens (fig. 1). 
De vergelijkingen der spiraal worden nu volgens (4) en (6) 


D= 2N.COS A 
mre le (10) 
del eN 
Voor a=0 is v—=?2r, p=0 gevende het beginpunt A; 
voor a= B wordt v==0, p=, betrekking hebbende op 


O als asymptotisch punt. Uit de verg. (10) kan « geölimi- 
neerd worden, doch even als bij de eycloïdale lijnen is het 
hier beter den onafhankelijken parameter a te behouden. 
Uit (7) volgt voor de lengte der kromme: 
Ss arb Se0 ay 
waaruit blijkt, dat de lengte der spiraal tot het asymp- 
totische punt oneindig is. 
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Volgens (8) wordt de kromtestraal : 
p=rtg2x 
gevende ,=—=0 voor a—=0, het keerpunt in A; p= voor 


a zoodat de vector van het buigpunt een hoek van 


7 
s Jh, ’ 
45° maakt met de as. 

Waar snijdt de kromme den richtcirkel ? 


Daarvoor moet v—=r, dus cos a—=}, a == —=\V3— 5 


Zoeken wij thans het oppervlak dat door den vector bij 
zijn wenteling om 0 wordt beschreven. Dit wordt gegeven 
door de formule: 


Opp. =4 | veder? | sin? a dx — rr? (« — sin « COS «). 


Voor « =5 wordt oppe ee ‚ waaruit blijkt dat het 


door de spiraal begrensd oppervlak eindig is, en gelijk 
aan de helft van den richtcirkel. 

In het bovengenoemde werk van Teixeira wordt de 
eigenschap vermeld, dat de voetpuntslijn der hyperbolische 
spiraal deze tractrix is. Wij zullen thans het omgekeerde 
bewijzen en aantoonen, dat de omhullende van de loodlijn 
op den vector een hyperbolische spiraal is. 

Zij (fig. 3) OP de vector v van een punt der tractrix, 
makende hoek p met de as OA. Plaatsen wij in A de lood- 

lijn AD op de as en in P de 
loodlijn PQ, op OP, dan moet de 
omhullende dezer leodlijn ge- 
o zocht worden. Zij P’ een wille- 
keurig punt dezer loodlijn, zijn 
vector OP’ ==’ en zijn anomalie 
de hoek wp’ die PO maakt met 
de loodlijn OX in O op OA. 
Dan is volgens de figuur: 
v' sin (p —p!) =v= Zr cosa. 
4 _Door differentiatie naar « ont- 
staat hieruit: 
Fig. 3 v'cos (p —o/) te? a= —Arsine, 
gevende in verband met de vorige vergelijking : 
APPIE 
p=pja=tga 


5d 


P4 


gs 


a) 


Verder wordt: 


ved? (cos? a J- ee) COL a 
tgta } 
dus Ui AIC OL 
en nu dòor eliminatie van «: 
ODIN 


zijnde vergelijking der hyperbolische spiraal, die O tot 
pool, OX tot as, en AD tot asymptoot heeft. 


VRe: 


Komen wij nu tot het geval a Xr. 
De integratie van (6) geeft nu: 
ae a aster — 47) 
PTS IVa?) “a—tge lr? —a7)? 
waarbij voor «—=0, p =0 wordt. 
De vergelijkingen der kromme zijn derhalve voor dit geval: 


r3 a denke =de | 
p meen J, r(r? en a°) Ó (a tg a Vr? Se a?) | 4 ; (11) 
_v=reosatl(a? —r?sin?«) 
ût Gn RE 
Voor tga= Vr? — a?) ODS aÔ 
wordt p Ee oo, D= TL AOL Lr TGE 


waaruit blijkt het bestaan van een asymptotischen cirkel, 
welke binnen den richtcirkel is gelegen en tot straal heeft 
Vr? —a?). 

In fig. 4 is deze kromme voorgesteld. Hier is OB =r, 


Fig. 4. 
BA =a<r, OC=W(r? —a?) is de straal van den asympto- 
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tischen cirkel. Ligt het beginpunt A buiten den richtcir 
kel, zoo beschrijft het punt P een spiraal, die in A begin- 
nende eerst een buigpunt vertoont, dan binnen den richt- 
cirkel dringt en zich nu om cirkel OC beweegt, hem steeds 
naderende zonder hem te kunnen bereiken. 

Ligt het beginpunt binnen den richteirkel, dat is in A/, 
waarbij BA’== BA, dan ontstaat dezelfde asymptotische cir- 
kei, doch de spiraal blijft er binnen. Deze cirkel scheidt 
als een toovercirkel de beide spiralen, die elkander steeds 
naderen, maar nooit kunnen ontmoeten. Hoe de cirkel 
werkelijk asymptotisch is, blijkt ook hieruit, dat wanneer 
het beschrijvende punt dien cirkel mocht bereiken, het 
dien niet weer zou kunnen verlaten. Voor a =r schrompelt 
de asymptotische cirkel in een tot het middelpunt en gaat 
fig. 4 over in fig 1, 

Uit (7) blijkt hoe de geheele lengte van elk dezer spiralen 
oneindig groot is. Uit (8) volgt, dat zij elk slechts één 
keerpunt hebben, nl. in den top. 

Het oppervlak, dat door den vector buiten den asympto- 
tischen cirkel wordt beschreven, wordt bepaald door de 
formule : 


On var? Ha) de =a | e cos zap 


Sit | Cosa J-V{a? —r* sin? «) 


; ; sin? a da 
V(a* —r* sin? a) 4 


gevende na integratie: 
2 
O=rsina (a? —r? sin? «) + bg sin ( sin «) — 
‚2 
J De (a — sin « COS «). 
Stellende hierin sina —= 5 dan wordt: 
ECN Ee pon 
Ort 5 (bs sin, zn ) 
zijnde de grootte van het oppervlak begrepen tusschen 
de spiraal en den asymptotischen cirkel. 


V. 
Zij ten slotte a >) r. 
De integratie van (6) geeft voor dit geval: 


a V(a} —r? 
Pda bg ts ( a ) tg z) 
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De vergelijkingen der kromme zijn derhalve: 
(a? —r?) 
( 5 tg x) — 4 


a 
SACD bg tg 
v=reosa ta? —r? sin? «) 

Hier bestaat geen asymptotische cirkel, noch asympto- 
tisch punt. De functie is periodiek, zoodat ook een 
periodieke kromme ontstaat. Want p+a neemt steeds 

toe, en p met «a, dus nemen beide hoeken toe, terwijl v 

telkens tot dezelfde waarde terugkeert. 


| en 12) 


Neemt « toe met 2e dan neemt de bg tg toe met 5 en 


p met: 
a 3 
BN Pen (Daran — #?) Red OL 
zijnde een vierde der periode. 
Hierdoor ontstaan de volgende periodieke veranderingen : 
voor p =0, in v—=ad-r; (beginpunt in A) 


15 h ay 
„se Pis en Da vv (a? —r°); 


RD, v=d—r; (minimum) 
»” p=, a, v=V(a? —r?); 
» p=dop,, Re v=adr. 


Hiermede is de periode volbracht; het beschrijvende 
punt bevindt zich in denzelfden toestand als in het begin 
en beschrijft weer dezelfde kromme. Is © meetbaar ten 
opzichte van z, dan keert het beschrijvende punt A terug, 
doch is de verhouding onmeetbaar, dan zet de kromme 
zich in een oneindig aantal gelijke en gelijkvormige takken 
voort, gelijk dit het geval is bij de epi- en hypocyeloïden. 

Voor de snijpunten der kromme met den richteirkel 
wordt v—=r, gevende volgens (1): 


2r° — a? 


hetgeen slechts mogelijk is voor a {?2r. Voor a>) ?r blijft 
de kromme geheel buiten den richtcirkel. 
Voor de rectificatie heeft men volgens (7): 


LAC mrd Eee 


vV(a* —r? sin? a)’ 
Wiskundig Tijdschrift, 7e Jaargang. 11 


NE 
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gevende voor de lengte van een halven boog der kromme 
==): 


sma. VE 


ar 

Volgens (8) ontstaat een keerpunt, zoo dikwijls sin « = 0, 

dat is dus bij alle maxima- en minima-waarden van wv; de 

eerste zijn gelegen op den cirkel met den straal a +r, 
de tweede op den cirkel met den straal a —r. 

De oppervlakbepaling wordt gegeven door de formule: 


o=4| vrdp=t [jat 4e" or sin? « + 
r° sin? a 
a* —r? sin? a 
Neemt men deze integraal tusschen de grenzen z en 0, 
dan ontstaat het oppervlak, begrepen tusschen den maxi- 
mum vector, de kromme en den minimum vector. Na 
eenige herleiding vindt men hiervoor : 
a | 
O=rlat tT? Ë — - 
Ae DV) 
Bij deze figuur bestaan verschillende concentrische cir- 


J 2r cosa (a? —r? sin? «) 


Fig. 5. 
kels, die een rol vervullen. Ten einde hiervan een duide- 
lijke voorstelling te geven, is in fig. 5 het bijzonder geval 
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geteekend, waarbij a=?är is genomen; dan toch wordt 
Pi ER de geheele periode is 5e zoodat de figuur bestaat 
uit 4 symmetrische, onderling gelijke en gelijkvormige 
takken. 

De buitenste cirkel met den straal a +7 bevat het be- 
ginpunt A en de overeenkomstige punten, waar keerpun- 
ten ontstaan. 

De tweede cirkel met den straal Va? +7?) gaat door 
al de buigpunten; de derde cirkel met den straal V(a? — 7?) 
gaat door de snijpunten der kromme met de vectoren, die 
een hoek wv, of een oneven tal daarvan met de as maken ; 
de vierde cirkel is de richtcirkel ; de binnenste cirkel met 
den straal a —r gaat door de keerpunten C op de minima- 
vectoren. 

Volgens (13) is de lengte van den boog AC der kromme : 

se 23105 rn 

Volgens (14) is het oppervlak ACOA =?2r?, dus gelijk 
aan twee derden van het oppervlak van den richteirkel. 

Aldus ontstaat deze fraaie, regelmatige figuur met haar 
merkwaardige eigenschappen, die ik nog nergens heb aan- 
getroffen. Mocht zij aan een der lezers van dit tijdschrift 
reeds van elders bekend zijn, dan houd ik mij voor mee- 
deeling aanbevolen. 


NASCHRIFT. 


Op verzoek van de redactie nam de heer W. F. Gisolf 
de moeite de figuren langs mechanischen weg te constru- 
eeren. Daartoe moesten verschillende moeilijkheden wor- 
den overwonnen, waarvan de voornaamste wel de invloed 
van de oneffenheden van het papier was. 

Door het potlood sterk te bezwaren werd deze invloed 
zoodanig verminderd, dat figuren verkregen werden, over- 
eenstemmend met de theorie. 
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Nieuwe Holpmiddeten voor le Onderwijs. 


Schematische Hemelglobe. 


Dit leermiddel (het eerste van dien aard in ons land) 
beoogt het op aanschouwelijke wijze aanbrengen van de 
grondbegrippen der Cosmographie en is in de eerste plaats 
bestemd voor leerlingen, die zieh moeilijk voorstellingen 
in de ruimte kunnen maken. De leerling kan de constructie 
(zie bijgaande figuur) gemakkelijk uit elkander nemen en 


weer samenstellen, en haar dus zoowel in school als thuis 
gebruiken. Ze is uitgevoerd in carton, bedrukt in rood 
en zwart, voorzien van beweegbaar segment (in de hemelas), 
draaibaren metaalboog, en spandraad met schijfje (beves- 
tigd in ’t centrum). Een verklarende tekst is bijgevoegd, 
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Tijdens ’t gebruik zoo mogelijk op te hangen. De opber- 
ging is zeer gemakkelijk in een stevige portefeuille. Prijs 
f 1.40 compleet. Uitgever H. P. ter Braak te Deventer, 
1910. De vervaardiger, de heer K. Kuiper, Directeur der 
Inrichting voor zwakke en achterlijke kinderen te Hilver- 
sum, verstrekt gaarne nadere inlichtingen. 


Vit Buitenlandsche Tijdschritten. 


126. Verband tusschen meetkundig en rekenkundig 
gemiddelde. 


Om dit verband graphisch aan te geven construeert men 
een gelijkbeenig trapezium om een cirkel, welk trapezium 
tot evenwijdige zijden heeft 2a en 2b, als a en b de lijnen 
zijn wier gemiddelden bedoeld worden. Is O het middel- 
punt van den cirkel, dan is de lijn uit O // de evenw. zijden 
getrokken, en gerekend van af O tot één been het reken- 
kundig gemiddelde, de loodlijn uit O op één been neer- 
gelaten het meetkundig gemiddelde. Nu blijkt ook uit de 
figuur dat, als a en b weinig verschillen, ook de twee ge- 
middelden weinig verschillen. | 

(Hoffmann's Zeitschrift 1910). 


127. In Augustus 1910 heeft in Brussel het eerste congres 
plaats gehad van de comités die in de verschillende landen 
opgericht zijn om het Wiskunde-onderwijs te hervormen. 
O. a. heeft Bourlet daar gesproken over: La pénétration 
réciprogue des mathématiques pures et des mathématiques 
appliquées dans l'enseignement secondaire”. Het slot kan 
eenigszins doen oordeelen over de strekking: „La limite 
entre les mathématiques pures et les mathématiques appli- 
quées n'existe pas, car ces deux sciences, loin d’être sé- 
parées, doivent sans cesse s’entr’aider et se compléter. 
Cette pénétration réciproque est le gage d'un progrèês 
certain. Elle empêchera les mathématiciens de perdre 
leurs efforts dans les travaux de spéculation pure, de faire 
une oeuvre stérile comme le fut jadis, pour une bonne 
part, celle des philosophes grecs; elle arrêtera les expé- 
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rimentateurs sur la voie de l'empirisme et les obligera à 
se soumettre au contrôle sévère de l’ Analyse”. 
Enseignement. Math. 1910. 


128. Over kwadraatwortels. 

a est la racine carrée de A (à& moins d'une unité près.); 
r est le reste -de l'operation. On divise 24, parmrmeinn 
appelle n le quotient à une unité près. On a: 

2a ) rn, Zar (nJ-1) 


et par suite Za ) rn — ke 
5 
Donec nn eee de 
DENDE 
2a 1 1 
2 / =N 
ou A {a® te OUA CA 


De même 2a et r(n J-1) ien des nombres entiers ; done 


2a < r (n +1) — En par suite 


ln Dat 


1 2 
a zr EEDE UE 
Par conséquence 
Lak 1, 
(at pd CA Cat). 
Nyt Tidsskrift, 1909, Vraagstuk 426. 


Aa? + 


129. Over de betrekking C‚?-—=C,,? + R?. 


Cs, Co, disignent les côtés des pentagone, décagone 
réguliers inscrit dans un cercle de rayon R. Soient A, B, C 
trois sommets consécutifs du décagone et O le centre. 
On prolonge AB et OC; soit D le point de rencontre. Les 
triangles AOD et BCD sont isoscêles et on a: 

AB =BCCD SCi AC BDE 

Onstracesle cerclerdescantresGset de rayon CD. La puis- 
sance du point A par rapport à ce cercle est AC? — CD? 
Cr Cg jelle -estraussisÂ BAD == Cr (Cene 

Mais par définition C,,? =R(R— O9): done 

Cs — Co? = Cio (Cio HB) ==? + RC =R?. 
E. C. VALENTINER. Nyt Tidsskrift, 1909, DR. J. ROSE. 
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150. Goniometrische betrekkingen. 
2r 
15 
8 (cos a + COS Dx) (COS Za + COS Ba) (COS 4a + COS 6x) —=— 1. 
Het eerste lid is te herleiden tot 
2 9 Az Dr 6zr 


UT > 
— 64 cos 13 COS 15 COS TE COS 13 COS TE COS OT 


Voor a=5 geldt de betrekking: 


n= 6 
Ee Ont Pak CON GE, 
Uit de vergelijking 
hAl neh 
dsl er ( 


volgt voor == — 1 


OER 2 ig 
Ai | BRERe0S 3: 
Daar bij den wortel blijkbaar het positieve teeken geno- 
men moet worden, zoo volgt dus hieruit de betrekking. 
Op overeenkomstige wijze zijn andere formules af te 


Oren 
leiden. Met behulp der waarde van en 5 zou men b.v. 


or ee 
voor £ == 9 vinden : 


16 cos 2 cos 27 cos 3/2 cos 48 =1. 
Q. Math. Gaz. 1908. Question 691. 


131. Chineesche stelling over den koorden-veelhoek. 


De stelling, genoemd in W. T. IT, bl. 175 blijft in Muro- 
peesche tijdschriften aan de orde, en zooals het gaat, steeds 
worden de bewijzen eenvoudiger, 

Men weet, dat als men uit het middelpunt van den om- 
geschreven cirkel loodlijnen op de zijden neerlaat, de som 
dezer loodlijnen gelijk R+ is, welke formule identiek is 
met de goniometrische betrekking 

cos A + cos B + cos C —=4 sin en sin Ee sin 5 +1. 

Wordt deze stelling toegepast op de driehoeken met A, 

enz. tot top, dan heeft men 
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(n2)XRIS,= 
som der afstanden van het middelpunt tot de zijden, waar- 
UBVOLPLNS Pu Re 


Q. BATEMAN, Math. Gaz. 1907. Note 246. 


132. Eigenschap van een viervlak. 


De punten, waar een ingeschreven bol de zijvlakken van 
een viervlak raakt, worden met de hoekpunten vereenigd. 
De drie hoeken, die deze lijnen in elk zijvlak vormen, zijn 
voor elk zijvlak dezelfden. 

Als men door een lijn AB twee raakvlakken aan een bol 
brengt, die de vlakken in «a en 2 raken, dan zijn blijkbaar 
de hoeken AaB en AGB gelijk. 

Zijn nu de drie bedoelde hoeken in het zijvlak ABC voor- 
gesteld door a, b, c‚, dan zullen de hoeken voor de andere 
zijvlakken. Wezensambncrr a erb CHRONO 

Men heeft dan 

27 =adbte=z=adlb el =ad bte =ad db He 


of bi-e=b 4e en bHe=l He 
dus ANNES 

G BANG, Mathesis 1907, Question 1619. 

15. Bepaling van 

Ï da 
EAN 
plelateha* =yrdus rde ydyrdanTis 
da _de_dy_ dry) Ee 


VE) ye ey 


dx 0 et es 
[arterie ve RR), 
BRYAN, Math. Gaz. 19017. Note 247. 


1548 Twee stellingen van Archimedes. 


Heiberg, de bekende hoogleeraar uit Kopenhagen vond te 
Constantinopel in een klooster een afschrift uit de tiende 
eeuw van een werk van Archimedes, dat met een loupe 
„eenigermate” leesbaar was. In deze verhandeling „Methode 
voor mechanische stellingen” getiteld, worden de volgende 
theorema’s genoemd, waarvan het belangrijk is, dat zij zonder 
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hulp der integraalrekening gevonden zijn. Het bewijs van 
het eerste wordt in $ XI gegeven, het bewijs van het 
tweede moet gestaan hebben in een verloren geraakt ge- 
deelte van het geschrift. De stelling zelve wordt echter 
genoemd in het begeleidend schrijven van Archimedes aan 
Eratosthenes. 


1. In een regelmatig vierzijdig prisma wordt een cilin- 
der beschreven van dezelfde hoogte; een vlak wordt ge- 
bracht door een der ribben van het bovenvlak en een 
hiermede evenwijdige middellijn in het grondvlak van den 
cilinder. De inhoud van het lichaam gelegen tusschen 
het snijvlak, het grondvlak en den cilindermantel is $ van 
den inhoud van het prisma. 


IL. In een kubus worden twee cilinders beschreven, elk 
heeft zijne grond- en bovenvlakken in twee evenwijdige 
vlakken van den kubus. De inhoud van het door de beide 
cilindervlakken begrensde lichaam is 2 van den kubus. 

Q. Bibliotheca Mathematica, VII, 1907. 


155: De geschiedenis der wiskunde op school. 


Rev. J. J. Milne, de bekende schrijver van de „Weekly 
problem papers” schrijft in de Math. Gaz. (1909, bladz. 88). 

Sprekende als onderwijzer tot onderwijzers, geloof 
ik, dat we de geschiedenis van de wiskunde meer onder 
de aandacht van onze leerlingen behooren te brengen. De 
wiskunde is een levende, groeiende wetenschap, met een 
bepaalde geschiedenis, en elk harer takken, welke de 
jongens op school leeren, hetzij Rekenkunde, Algebra 
of Meetkunde, Driehoeksmeting of eenig ander van 
de vele onderdeelen, heeft zijn eigen geschiedenis. Ik 
heb altijd ondervonden, dat de jongens er belang in 
stellen om te leeren welke eigenschappen bekend zijn 
geweest aan de oude volken, welke ontdekt zijn in latere 
tijden, en ik denk dikwijls, dat de schrijvers van onze leer- 
boeken goed zouden doen een beetje meer plaatsruimte te 
wijden aan hetgeen ik mag noemen: „het kenmerk van 
het menschelijk verstand”, 


Q. 
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Boekbespreking. 


Archief voor de Verzekerings-wetenschap en aanverwante 
vakken. | 

Reeds bijna 17 jaar lang verschijnt dit tijdschrift, dat in 
hoofdzaak voor een bijzonderen tak van wiskunde in het 
leven is geroepen. Het is namelijk het orgaan van de 
Vereeniging van wiskundige-adviseurs bij Nederlandsche 
maatschappijen voor levensverzekering. 

Van den aanvang af stond het onder redactie der heeren 
Dr. G. J. D. Mounier en Corneille L. Landré. Deze laatste 
overleed in 1905, en werd opgevolgd door Dr. Janse te 
Amsterdam, die echter wegens drukke werkzaamheden 
thans zijn taak heeft moeten neerleggen. De le afl. van 
het 12e deel — Dec. 1910 verschenen —, is dus geredigeerd 
door de heeren Mounier en J. A. L. M. Struycken. 

Het aantal leden van de bovengenoemde Vereeniging is 
betrekkelijk gering. Dat het Archief zich bij voortduring 
heeft weten te handhaven, toont, dat ook bij anderen belang- 
stelling bestaat in het levensverzekeringwezen. Velen zullen 
meer of minder direct daarbij betrokken zijn, zooals agenten en 
andere ambtenaren van levensverzekeringmaatschappijen. 

Uit den aard der zaak vormen onderwerpen betreffende 
levensverzekering den hoofdschotel doch ook komen enkele 
opstellen voor, die onder de rubrieken geneeskunde of 
rechtsgeleerdheid moeten worden gerangschikt, terwijl 
andere opstellen onderwerpen op sociaal en economisch 
gebied behandelen. 

Voor boekbeschouwing wordt ook plaats beschikbaar 
gesteld. Aan hen, die hun werken besproken willen zien 
kan worden medegedeeld, dat volgens een onlangs geno- 
men besluit, inzending van twee exemplaren van elk boek 
verlangd wordt, nl. 1 ex. voor den recensent en 1 voor 
de bibliotheek der Vereeniging. 

De Dec. afl. bevat, naast een necrologie, en een mede- 
deeling der redactie, 

le. Een bespreking van: „Pensioenverzekering bij ver- 
eenigingen op philantropisch gebied”, waarin wordt nage- 
gaan op welke wijze verschillende soorten van philan- 
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tropische vereenigingen (door den schrijver expansieve en 
niet-expansieve genoemd) kunnen zorgen voor pensioen 
van hun ambtenaren. 

2e. Een: „Onderzoek naar de sterfte onder vrijwillig 
uitgetreden verzekerden bij overlijden, ingesteld door de 
Zweedsche Brand- en levensverzekeringsmaatschappij 
Skandia’, met naschrift. 

de. Elementaire bewijzen en beschouwingen betreffende 
de wetten van Makeham en Gompertz. 

Deze wetten moeten met behulp van differentiaal en 
integraalrekening worden afgeleid. Voor niet-wiskundig 
onderlegden bestaan ook bewijzen, waarin de diff. en int. 
rek. verkapt voorkomt. Thans wordt een bewijs gegeven, 
waarbij de d. en ji, rek. werkelijk geheel vermeden is; 
daartoe gaat de schr. uit van de juistheid der formule. 

4e. Een zeer uitvoerige bespreking van een werk van 
Mr. N. P. Zijderlaan : „Wettelijke regeling van het levens- 
verzekeringbedrijf. 


Dr. H. WIELEITNER. Mathematische Unterrichtsfragen 
auf den IV Internationalen Mathematiker-Kongress. Pro- 
gramma des K. humanistischen Gymnasiums Pirmasens 
für das Schuljar 1909/10. 

Het congres te Rome 6—11 April 1908 besprak zeer be- 
langrijke onderwerpen. De verhandelingen daarvan — Atti— 
verschenen 10 Maart 1910 in druk; zij vullen eenige dikke 
deelen. De voordrachten van de pedagogische afdeeling 
zijn door den heer Wieleitner beknopt samengevat in een 
boekje van nog geen dertig bladzijden. 


PAUL APPELL. Biographie, bibliographie analytique des 
écrits, par Ernest Lebon. Collection Savants du Jour. 

Paris, Gauthier-Villars, 10 Nov. 1910. 7 frs. 

De deelen van deze collectie volgen elkander snel op. 
Na de drie, welke vermeld zijn in het Wiskundig Tijdschrift 
Gen jaargang, bladz. 175, en dezen jaargang, bladz. 70, is 
thans het vierde gevolgd, waarvan de indeeling geheel 
dezelfde is als in de andere. 

De opgave der geschriften is up-to-date; het onlangs 
verschenen werk van Appell en Dautheville (Précis de 
mécanique rationelle) is er in vermeld. 
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Van zijn Traité de mécanique rationelle is een overzicht 
gegeven; van enkele andere werken is de strekking ver- 
meld. 


fraag en Antwoord. 


Antwoord op Vraag 40, bladz. 77. 

Het volgende staat vermeld in de „Einführung in die 
Neuere konstruierende Geometrie von Dr. G.D. E. Weyer, toen 
(1891) Prof. aan de Universiteit in Kiel — mogelik nu alweer 
verplaatst — en uitgegeven bij Teubner. Een boekske 
68 bladz. groot, en op blz. 67 staat dit: 

Einen besonderen Reiz hatte dieser neue Gegenstand 
(La geometria del Compasso van Mascheroni, een tegen- 
hanger van Lamberts Linealgeometrie) damals sogar für 
Bonaparte nachdem er in Italië durch Mascheroni damit 
bekannt geworden war, und nun einmal selbst den Geo- 
metern Frankreichs zu imponieren hoffen konnte. Der 
Friede von Campo Formio war eben geschlossen und Bona- 
parte kehrte als siegreicher General nach Paris zurück. 
Hier verschaffte er sich auch Gelegenheit, das neue geo- 
metrische Rätsel (met den passer alleen een kwadraat, een 
achthoek, een zeshoek, een 15-hoek, alles regelm. natuurlik 
te construeeren) in einer Gelehrtenversammlung (l'Institut) 
vor zu legen und die überraschende Auflösung zu geben. 
Welchen Eindruck das zuerst hervorbrachte, sieht man 
noch aus der Ausserung von Laplace: „Nous attendions 
tout de vous, général, exepté des lecons de mathématiques.” 

Een Fransche uitgave van Mascheroni’s Geometria del 
Compasso is in 1828 door A. M. Caretti bezorgd, en hieruit 
is het bovenstaande. Mascheroni stierf in 1800. 


Tweede Antwoord op Vraag 46, bladz. 77. 

2, John Casey, A treatise on spherical trigonometrie. 
London, Longmans, Green & Co. 1889. 

5. Daniels, Essai de géométrie sphérique en coördonnées 
projectives. (Gebruikt vectoren en quaternions.) 
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4, Waarschijnlijk hebben schrijvers van een serie leer- 
boeken, zooals Grévy, Borel en Bourlet, ook wel over 
bolv. driehoeken geschreven. 


Antwoord op Vraag 41, bladz. 79. 
Ongetwijfeld is hier een drukfout en zijn regelmatige 
veelhoeken bedoeld. 


Vraag 50. Wat is de oplossing van het vraagstuk K. v., 
1900, Analytische Meetkunde: 


„Op een rechthoekig assenstelsel is gegeven de para- 
HOON LT. 

In de Z-as een punt zoodanig te bepalen, dat het de top 
is van een omwentelingskegel, die de parabool tot door- 
snede heeft, en de vergelijking van dit kegelvlak op te 
stellen”. 


(Voor het antwoord op vraag 41, 48, 49 en 50 was in 
deze aflevering geen plaatsruimte meer. Red.) 


Correspondentie 


Naar aanleiding van: „Over zeker spel”. 


Het door den Heer BONE op blz. 52 van dezen jaargang 
besproken spel vindt men in de Mathematische Unterhaltungen 
und Spiele van AHRENS uitvoerig behandeld op blz. 72 van 
het le deel der tweede uitgaaf (1910), onder den naam: 
‚Nim”. 

Het betoog van den Heer BONE, dat een der beide spelers 
noodzakelijk winnen moet, als hij zekere taktiek volgt, is 
heel wat eenvoudiger dan de langwijlige bewijsvoering 
van AHRENS, zonder daarom aan volledigheid of gestreng- 
heid iets te wenschen over te laten. Daarentegen geeft 
AHRENS nog enkele opmerkingen, die hier ten behoeve 
van hen, die in het probleem belang stellen en geen 
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litteratuur er over tot hunne beschikking hebben, in het 
kort mogen volgen. 

1. De benaming „Nim” is afkomstig van Charles L. 
Bonton. *) 


2. Dezelfde taktiek, waardoor een der spelers zich de 
laatste „greep” verzekeren kan, geeft hem ook de macht, 
om de laatste „greep” aan zijn tegenpartij op te dringen. 
In plaats van de stapeltjes terug te brengen tot een even 
aantal stapeltjes van 1, moet hij dan zorgen, dat er een 
oneven aantal stapeltjes van 1 overblijft; en men overtuigt 
zich gemakkelijk, dat hij daartoe altijd in staat is. 


8. AHRENS maakt ook melding van de door Dr. W. Á. 
WiJjTHOFF *) aangegeven wijziging van het Nim-spel met 
slechts twee stapels. Hierbij kunnen naar verkiezing van 
één stapel een willekeurig aantal voorwerpen, of wel van 
beide stapels evenveel voorwerpen worden afgenomen. 

De posities, die de winst (de laatste greep) verzekeren 
en door één der spelers altijd verkregen kunnen worden, 
zijn dezulke, waarbij het aantal voorwerpen in de beide 
stapels gelijk is aan het aantal geheelen in de getallen- 
waarden van: 

Ek(1 45) en Lk(B HVD) 
Vvoorsje OTtE 200 

Het bewijs kan men vinden in het artikel van Dr. 
WijTHoFF en ook in AHRENS. 

4, In de „Annals of Mathematics” 2e ser, vol. XI 1910 
geeft de Amerikaansche Wiskundige E‚ H. MOORE zooda- 
nige uitbreiding aan het Nim-spel, dat elk der beide spe- 
lers van een willekeurig aantal stapels, doch slechts tot 
een bij elk spel vooraf overeengekomen maximum k, zoo- 
veel voorwerpen mag afnemen als hij wil. De winst 
(laatste greep) is verzekerd voor den speler, die telkens 
een positie doet ontstaan, waarbij het aantal malen, dat 
eenige macht van 2 in de stapels voorkomt, nul, ABL l of 
een veelvoud van k +1 is. 

Den Haag, 15 Nov. 1910. EDE, H. ONNEN SR. 


1) Annals of Mathematics, Second Series, vol. 3 No. 1 October 
1901, p. 35. 
2) Nieuw Archief voor Wiskunde VII, 1907, blz. 199. 
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Dr. Mounier heeft in de laatste twee afleveringen van 
dit tijdschrift zeer interessante beschouwingen ten beste 
gegeven ter aanvulling en verbetering van mijn stukje: 
„Stereoscopische Projectie”. Gaarne breng ik alle hulde 
aan zijn eerste artikel, maar met zijn tweede kan ik mij 
slecht vereenigen. Dit is natuurlijk niet in een paar woor- 
den toe te lichten, maar wel moet ik met nadruk opkomen 
tegen de opvatting (bladz. 103), als zouden de prisma's in 
een stereoscoop dienen voor het tot dekking brengen der 
beide projecties; immers dan zouden deze laatsten een 
geheel eind naar elkaar toe schijnbaar verplaatst worden 
en daardoor het natuurlijk effect geheel en al bederven. 
De prisma’s, zooals men die in de lenzen van de ordinaire 
stereoscoop-apparaten aantreft, doen dit inderdaad, en zijn 
er dan ook alleen maar ten gerieve van waarnemens, die 
de convergentie hunner oogen niet kunnen ontspannen en 
dientengevolge zonder divergeerend hulpmiddel alles dub- 
belzien. In goede stereoscopen vindt men geen prisma’s 
en tracht men zelfs het prismatische bij-effect der gewone 
lenzen op te heffen. 

Ook moet ik, in verband met bladz. 100—105, doen op- 
merken, dat in der tijd H. v. Helmholtz de theorie van den 
telestereoscoop verklaard heeft en dat ik die daarom in 
mijn stukje bekend verondersteld heb. 

Utrecht, Dec. 1910. Dre Beb Hi CEWERNDLY: 


Mag ik in verband met de artikelen van Dr. L. U. H. 
C. Werndly en Dr. G. J. D. Mounier resp. in W. T. 26en 
jg, bladz. 227, en 7e jg. bladz. 47, de aandacht vestigen 
op wat omtrent dit onderwerp voorkomt in Müller-Pouil- 
lets Lehrbuch der Physik und Meteorologie 10 Aufl. II 
Bd. $ 184/7. 

Gouda, Dec. 1910. Dil CGEEST: 
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Nieuw verschenen werken, ’ 


(Door de Redactie ontvangen.) 


Uitgaven van J. B. Wolters, Groningen. 

E. MEIJER. Eerste verzameling meetkundige vraagstuk- 
ken, ten dienste van het middelbaar, gymnasiaal en 
meer uitgebreid lager onderwijs 1911. f 0.25. 

Tweede idem. f 0.25. 
Derde idem. f 0.25. 
Uitgave van C, A. J. v. Dishoeck, Bussum. 

J. PEPER. Zèlf denken en doen. Rekenboek voor de 
hoogste klasse der lagere school, vervolgklassen, herha- 
lingsscholen, ambachtsscholen en andere inrichtingen voor 
voortgezet onderwijs. Tweede stukje A 1910. f 0.50. 

Voorwoord en antwoorden bij het voorgaande. 
Uitgave van Libreria Inte, A Reber, Palermo. 

Dr. GAETANO FAZZARI, Elementi di Aritmetiea con 
note storiche e numerose questioni varie per le scuole 
medie superiori. Parte prima, Numeri interi; operazioni, 
divisibilità, numeri primi. Seconda edizione, 1911. L…1.40. 

Uitgave van Julius Springer, Berlin. 

A. CHRISTMANN und DR. ING. BAER. Grundzüge der 
Kinematik. Mit 161 Textfiguren. M.480, geb. M. 5.80. 
Uitgave van de kon. Mil, Acad. te Breda. 

N. C. GROTENDORST., Beginselen der Differentiaal- en 
Integraalrekening. Derde verbeterde druk. 1910. 

Uitgave van Gauthier-Villars, Parijs. 

SAVANTS DU JOUR, PAUL APPELL. Biographie, biblio- 
graphie analytique des écrits par Ernest Lebon. 1910. 
Uitgave van A. Hermans et fils, Paris. 

E. FABRY. Traité de Mathématiques générales à l'usage 
des chimistes, physiciens, ingénieurs, et des élêves des 
facultés des Sciences. Avec une préface de Gaston Dar- 

OUR TS 
Uitgaven van ZK. A. Kluwer, Deventer. 

F J. VAES. Graphostatica, derde deel. Vastheidsleer. 
JON 250 

— —_—__—____ De voorstellen tot nieuwe regeling van het 
Pee Oog wat het vakonderwijs betreft. 

: 15, 


*) Van hollandsche schoolboeken wordt geen recensie gegeven. 
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bamenstellisg van enkelvoudige Trillingen 


DOOR 
J. W. N. LE HEUX, iste Luit. Inf, (Breda). 


(Vervolg van bladz. 120). 


Op dergelijke wijze vindt men, met behulp van 
tg’ =cos nv cotg y: 
CO) COS y — COS Np COS y _ sin 4 es y(1 ze COS dj 
V(1 + cos? no cotg?y) _ W(sin?ycos?ycos?np) 
sin (y — 6) —= sin y COS 9 — COS y sin 4 —= 
_ siny—cosnpsiny __ sin y COS y (1 — COS np) 
Vl Heos? nptg? y)  V(eos?y + sin?y Cos?np) 
sin (y + 4’) = sin y cos & + cos y sin / = 
sin? yj-COS?yCOSNP __ sin? y COS? y COS np 
sin y okee) np eotg?y) _ V(sin?y + COS?y COS? np) 
W(1 —sin?ysin? np). COS Wy — 6) wordt, als men 1 vervangt 
door cos? y +- sin? y: 


COS? y H- sin? y COS np 

V(eos?y + sin? y COS? np) — 
== COS? y + sin? y COS np. 

V(1— sin?ysin?np) . sin (y—6) wordt sin y cos y(l— COS np). 
V(1— cos?y sin?np) . cos(yJ-6’) wordt sin y cos y(1— COS np). 
V(1-— cos?y sin?np) . sin(y4’) wordt sin? a COS?y COS np). 

De formules Il worden nu: 

x= (COS*y + sin?y COS np) — y Sin y COS y (1 — COS nw). 


—=V(cos?y + sin?y cos? np . 


y= —x® SIN y COS y (l— COS np) + y (sin? y + COS*y COS np). 
Een bijzonder geval moge als contrôle dienen. Voor 
|= 2cos pp | 


en y—=45° weven de gevonden formules: 
|y==?2cos pp | ” 5 S 


x!/ == COS pe(l + COS np)— COSPP(1 — COS np) = 2 COS Pp COS np. 
y= —COS pp(1—COS np) COS Po(1+-cos np) =2 COS pp COS np. 
Noemt men den afstand van den oorsprong tot een punt 
der bissectrix eee 
|y =2ecosgo | 
deze lengte op een vlak, gaande door de draaiingsas en 
makend met het vlak van teekening een hoek np = e cos np. 
Deze projectie is diagonaal van een vierkant, dat de nieuwe 
Wiskundig Tijdschrift, 7e Jaargang, 12 


=p, dan is de projectie van 
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ordinaat y/ (=nieuwe abseis «”/) tot zijde heeft, zoodat 
2! =etCos? np en dus #!= 2 peosnps. daar verder 
e= ?2e (oude ordinaat =oude abscis) wordt 

a! =H COS NP == 2 COS PP COS NP == YS 


e= f(©) | 
| y= Fe) | 
hoekig stelsel, laten wentelen om een willekeurige as door 
den oorsprong gaande, dan brengt men ze eerst op een 
rechthoekig stelsel over. 

Door de formules voor draaiing in de ruimte van een 
vlakke kromme en de translatieformules voor ’t platte vlak 
met veranderlijken hoek te combineeren, kan men ver- 
schillende ruimtekrommen onderzoeken. 

Bijv.: De drie projecties, op een rechthoekig stelsel, te 
bepalen van de baan van een punt, dat met eenparige 
snelheid p een cirkel doorloopt, welke met een snelheid q 
om een middellijn draait, terwijl het middelpunt met eene 
snelheid 7 eene ellips beschrijft, en de draaiingsas even- 
wijdig aan de groote as der ellips blijft. 


| &/=ccos pp | it 
[y/=esin pe |” 


Wil men een figuur beschreven op een scheef- 


Zij de cirkel gegeven door ellips 


| 2 =acos rg | 


ooo [y=bsin rp |" 


De XY- PLO van den draaienden cirkel op zijn eigen 
stelsel is | on En $ Sn De cos qp | en op het stelsel XOY 
(stelsel van de ellips) dus Blaren den | 

| y —=bsin rp + esin pp cos ge | 


De XZ-projectie van den draaienden cirkel op eigen 
| x// == Cc COS pp 

| 2’ =ecsin pp cos (90°—qo) |” 
| &=acosrpJecCospe | 

| z =esin pe sin qo HE 


De YZ-projectie van den draaienden cirkel op eigen 
stelsel is K en qe | dus op het stelsel YOZ 
[z=esinpe singe |’ 


[y==bsin rp + esin pp cos qp Ee 
| z=csin pp sin qe 


stelsel is dus op het stelsel _ 


X0Z 
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Zijn fe. X X Z de zon, P een punt van den aequator 
eener planeet, waarvan de as 
onder een standvastigen hoek 


DE cote — op het omloops- 


vlak der planeet helt en even- 
wijdig aan zichzelf blijft. Zij 
voorts MO =e, MA =d, dan 
wordt de projectie van de 
baan van P bij (1) voorgesteld 


Een door 
Bn aj | &=—bcos pp Je Cos qe | 
Fig. XX | y=a cos po | 


wanneer p en q de verhoudingsgetallen der snelheden resp. 
van aswenteling en omloop zijn. 
Eeen x= —b COS pp JC COS qP | 
De projectie II is | ya? + be)sin pp J-deinge | 
[e= Va? db°)sin potdsin qo) | 
| y= a cos pp Ee 
Op gelijke wijze als dit geschied is voor het platte vlak, 
kunnen de translatieformules voor de ruimte met veran- 
derlijken hoek worden genomen. Men heeft dan: Zij de 
v,=A, f. (PP) 
y.—=B, 4, (q,P) 
En NEP 
assenstelsel. Wanneer de oorsprong van dit stelsel, waar- 
van de assen overigens evenwijdig aan zichzelf blijven, 
Dz = As f2 (PoP) 
y= B; V, (q29) 
22 SU Eelfop 
stelsel, dat door evenwijdige verplaatsing uit ’t eerste kan 
worden verkregen, dan wordt de ruimtekromme, die ’t punt 
doorloopt, gegeven door twee der volgende projecties : 


De projectie II wordt 


kromme beschreven op een willekeurig 


de lijn volgt, welke beschreven is op een 


D x . ti |= J % pe 
e XY-projectie breed 
De XZ-proj Karr dE De YZ-proj. en rg 


EN zelst, | 


Daar het bijvoegen van een derde trilling, bijv. # —= c cos rp, 
| 2 =a cos pp | 


| y — beos qe | eigenlijk beteekent, dat de 


aan de figuur 
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projectie bepaald wordt van een punt, dat de kromme 
doorloopt, terwijl deze, evenwijdig aan zichzelf blijvend, 
met den oorsprong van haar stelsel een cirkel beschrijft, 
welks vlak loodrecht op dat van teekening staat en welks 
projectie a =ccos rp is, volgt hieruit, in verband met wat 
gezegd is bij ’t bepalen der 3de coördinaat bij de figuren 
van Lissajous, dat de afstand, waarop in bovengenoemd 
geval de vlakke kromme zich boven of beneden ’t vlak 
van teekening verheft, bepaald wordt uit z=c sin rp. Daar 
verder een punt der ruimtekromme zelf zich op een af- 
stand z=asinpe-bsingp boven of beneden ’t vlak van 
kem! bevindt, is de totale afstand 
| y =b cos ge | 
boven of beneden ’t vlak van teekening 
Z= A COS pp + beOSqo + ec Sin rg. 

Voor een vierde telling geldt hetzelfde, zoodat een figuur 
van » trillingen langs de X-as, n langs de Y-as, projectie 
is der ruimtekromme 


Ld COOL COSO 
y=a,COSpPiP Hb, COSP +. 
2=asinpe ta, sinp,e + bsingotb, SIN IP EA 
Hierbij moet opgemerkt worden, dat de lengte der appli- 
caat niet kan worden afgeleid uit abscis en ordinaat, als 
de ruimtekromme op andere wijze is ontstaan als hierboven 
is vermeld, bijv. door draaiing van een vlakke kromme 
om een willekeurige as. 


hare projectie 


Wenteling van een ruimtekromme met het rechthoekig 
stelsel, waarop ze is beschreven om eene as. 

1°. De as van wenteling is een der coördinaatassen, 
bijv. de X-as. De projecties van de baan van een punt, 


dn (P1®). he 
dat de kromme| y =B, b‚ (q, ee volgt, terwijl deze met 
Rin 8 Welnee. 


eene snelheid np id zijn : 


x=A; fi (P10) | 
y=B, #, (q,p). cos np 


y=B, &, (q10) Ee np —C, F, (r‚p) sin np 
=B, Y, (q,p) sin np + C, F, (rp) cos np 


x=A; fi (p1P) 
\z=0, FE, (#,p). sin np | 
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29, De as van wenteling ligt in één der coördinaatvlakken, 
bijv. in het XY-vlak en maakt met de X-as een hoek y. 
Men kan nu: a. het assenstelsel om de Z-as over een hoek 
y draaien tot de X-as samenvalt met de draaiingsas, zoo- 
dat de kromme wordt voorgesteld door 

aA; fi PiP)cosy—B, Vi (q,P) sin y 

y=Â fi piP)siny + B, b, (q,P) COS 

20, HF, (149) 
en op de aldus verkregen uitdrukkingen de draaiingsfor- 
mules voor een hoek —y toepassen ; b. nagaan, welke ver- 
anderingen de applicaat ondergaat door de wenteling en 
op abseis en ordinaat de formules voor wenteling om een 
willekeurige as door den oorsprong toepassen. Tusschen 
oude en nieuwe applicaat bestaat blijkbaar de betrekking 

nn an ee 

waarin voor &, en y‚ gesubstitueerd moet worden: 
Li == (COS? y + Sin? y COS NP) — y sin y COS y (1 — COS NP) 
Yi =—@& Sin y COS y (1l— COS np) + y (sin?y + COS?y COS np). 

30, De as van wenteling is de lijn, die ’t willekeurig 
punt w, v, w met den oorsprong verbindt. Men brengt ook 
dit geval tot wenteling om een der coördinaatassen terug, 
door bijv. de Z-as met de gegeven lijn te laten samenvallen. 
Denkt men zich een vlak gebracht door beide lijnen en 
door den oorsprong een lijn loodrecht op dat vlak getrok- 
ken, dan ligt deze lijn in ’t XY-vlak en maakt met de X-as 
een gegeven hoek y. Door de handelwijze van 25 voor 
een constanten, gegeven hoek np en een gegeven hoek 
toe te passen, valt een der assen samen met de gegeven 
lijn. Men past thans de wenteling sub 1°. toe en wen- 
telt terug met hoeken — xp en —y. De onder 3°. ge- 
noemde handelwijze is dezelfde als 
die, gevolgd bij het afleiden der trans- 4 
formatieformules van Euler. Daar toch, 
zie fig. XXI ontleend aan Briot en 
Bouguet 18 ême ed. is de laatste bewer- %-— 
king: het draaien van’tstelsel X,OYL/ y// 
om OZ’ als as en wel over een hoek pg. 

Om tot dien stand X,OY’ te komen, is Fig XXI. 
het stelsel XOYZ gewenteld om OA als as en deze wen- 
teling is gesplitst in de twee handelwijzen, genoemd bij 
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de 2de afleiding der formules voor draaiing van een vlakke 
figuur om een willekeurige as door den oorsprong, nl. 
1°. draaiing van ’t stelsel XOYZ tot een der coördinaat- 
assen OX samenvalt met de draaiingsas OX, en 29. wen- 
teling over een hoek 9 om deze as. Neemt men nu in de 
formules van Euler den hoek p veranderlijk, dan geven ze 
de projecties van een punt eener ruimtekromme, beschre- 
ven op ’t rechthoekig stelsel XOYZ als dit wentelt met 
een snelheid © om OZ’ als as. 

De translatie- en rotatieformules met veranderlijken hoek 
kunnen in ’t algemeen blijkbaar gebruikt worden, als men 
er in slaagt, de cartesische coördinaten van een punt eener 
kromme uit te drukken als goniometrische functies van 
eenzelfden parameter. 


Lezenswaardige boeken. 


Bij de nieuwe lezenswaardige boeken, door den Heer 
Cikot op bladz. 133 genoemd, zou ik gaarne willen voegen: 
F. Klein, Elementar-mathematik vom höherem Standpunkte 
aus. Teil I, Algebra. 

Doch hiernevens ook twee werken die mi. voor de studie 
van de didaktiek der wiskunde van het hoogste belang 
zijn, nl: 

W. Killing und H. Hovestadt, Handbuch des mathema- 
tischen Unterrichts; verschenen deel I 1910. 456 pag. 

A. Höfler, Didaktische Handbücher für den realistischen 
Unterricht an höheren Schulen. 

Verschenen zijn hiervan: A. Höfler Didaktik der Mathe- 
matik 1910, en B. Landsberg, Didaktik der Botanik 1911. 


Hilversum. G. C. VAN DER WANT. 
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bur la géométrie non euclidienne (Métancomélrie) 


PAR 
Dr. J. ROSE (Charleroi, Belgique). 


S 1. Apercu historique. 


L’antiquité grecque a laissé au monde savant un ouvrage 
immortel dont la vogue n'a pas cessé de nos jours; je veux 
parler des „Eléments de géometrie” d’'Euclide dont la gloire 
est d'avoir réuni et coordonné les découvertes de ses de- 
vanciers dans un livre qui est un modèle de rigueur et 
de précision. 

C'est une chose connue que la géométrie, d'après les 
témoignages d'Hérodote et d'Aristote, prit naissance sur 
les bords du Nil et doit son origine à des nécessités de la 
vie pratique, nécessités causées par les inondations péri- 
odiqgues du fleuve égyptien. De là cette nouvelle science 
passa en Grèce où, grâce aux efforts de Thalès, Pythagore 
et Platon, elle prit un essor remarquable. Au 3e Siècle 
avant notre êre elle atteignit un développement prodigieux 
au sein de Y'école fondée par Euclide à Alexandrie, école 
gui devait produire plus tard aussi Archimède et Apollonius. 

Sans doute expérience fournit aux prédéecesseurs du 
géométrie gree les notions premières ; mais celui-ci ramena 
au strict minimum les définitions et les axiomes dont il fit 
la base de son exposition. Et de nos jours on reste émerveillé 
par lenchaînement logique, rigoureux, clair et scientifique 
des nombreux théorèmes qu'il fait dèfiler sous nos yeux. 

Parmi les postulats mis par Euclide à la base de sa 
géométrie se trouve le postulat des trois droites, appelé 
plus communément postulatum d’Euclide: „Deux droites 
d'un plan coupées par une sécante avec laquelle elles font, 
d'un côté, des angles dont la somme est moindre que deux 
droits se rencontrent de ce côté.” 

Bien qu’il ne le dise pas, il est presque certain 
qu’Eueclide s'est rendu compte de la diffieulté provenant 
de introduction de cette proposition que d'Alembert n’he- 
site pas à considerer, comme „l'écueil et le scandale de 
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la géométrie.” Ce qui le prouve c'est la distribution des 
propositions du Livre [ des Eléments dont les vingt-huit 
premières sont indépendantes du eélèbre postulat, et dans 
lequel le théorème de langle extérieur d'un triangle est 
considéré deux fois (prop. 16 et 32) pour en distinguer la 
partie qui reste vraie quand on nie ce même postulat. 
Toutefois l'histoire n’a pas enregistré les tentatives d’Eu- 
clide pour débarasser son système géométrique de cette 
insuffisance. 

Pourtant depuis Euclide jusqu’à Legendre, done pendant 
plus de deux mille ans, de multiples efforts ont été faits 
pour rattacher ce postulat à d'autres, d'une acception plus 
facile. Le cadre de cette revue ne me permet pas de rappeler 
les noms ni les travaux des nombreux géomêtres qui ont 
essayé de le démontrer; je ne citerai que les plus connus. 

Posidonius (ler Siècle av. J. C.), pour éviter le postulatum 
d’Euclide, propose d'appeler parallêles deux droites d'un 
plan qui sont équidistantes. Geminus (ler Siècle av. J. C.) 
remarque qu'il y a des courbes (hyperbole, conchoïde) qui 
ne rencontrent pas une droite (asymptote). L’équidistance 
et le parallélisme ou non-rencontre de lignes prolongées 
indéfiniment ne sont pas des propriétés équivalentes. 

Ptolémée (2e Siêcle 87—165 apr. J. C.) part du postulat 
suivant: Si deux droites ne se coupant pas faisaient, d'un 
côté, avec une transversale des angles dont la somme est 
supérieure à deux droits, il en serait de même de l'autre côté. 

Proclus (410485) dans son commentaire du premier livre 
d’Euclide se demande si deux droites d'un plan ne peuvent 
être asymptotes lune à l'autre: „deux droites coupées par 
une transversale avec laquelle elles forment des angles 
internes dont la somme est inférieure à deux droits pour- 
raient ne pas se rencontrer”, bien que, le segment de la 
transversale restant le même, les droites se rencontrassent, 
si la somme des angles internes diminuait. Comme on le 
voit par ce remarguable passage de Proclus, les anciens 
n'ont pas admis la vérité absolue du postulat d’Euclide, 
ainsi qu'on le eroit généralement. 

Äganis, ami de Simplicius (6e Siêcle) le commentateur 
d'Aristote, a établé la théorie des parallèles en supposant 
qu'il y a des droites équidistantes. 
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Les Arabes n'ajoutêrent rien à la théorie des parallèles 
sauf Nasir-Eddin (1201—1274) qui admet comme postulat 
Pexistence du rectangle et en déduit le postulat d’Euclide. 

Parmi les mathématiciens de la Renaissance et du 
lie Siècle qui s'occupèrent de la même question, il y a 
lieu de citer, pour mémoire, Commandin (1509 —1575), Cla- 
vius (1537—1612), Cataldi (1548—1626), Borelli (1608—1679), 
Giordano Vitale (1638—1711) qui, au fond, adoptent le pos- 
tulat de Posidonius. 

Wallis (1616-1718) prouve le postulat d'Euclide en s’ap- 
puyant sur un plus compliqué: „il existe des triangles 
semblables.” 

Mais le véritable précurseur des fondateurs de la nou- 
velle géomèêtre est, sans conteste, Girolamo Saccheri 
(1667—1733) dont Fouvrage a pour titre: „Euclides ab omni 
naevo vindicatus: sive conatus geometricus quo stabiliuntur 
prima ipsa universae geometriae principia (Milan 1735).” 
Saeccheri s'y occupe de l’étude d'un quadrilatère birectangle 
isoscêle ABCD dont les angles B et C sont droits, les angles 
A et D égaux, les côtés AB et CD égaux. Trois hypothêses 
sont possibles relativement aux angles A et D; ce sont 
celles de langle droit, de angle obtus ou de langle aigu aux- 
quelles correspondent les trois espèces de géomeétrie pos- 
sible, dont il sera parlé plus loin: euclidienne, riemannienne, 
lobatschewskienne. Saccheri prouve que lY'hypothèse de 
Yangle obtus est incompatible avec les propositions qui 
précèdent la théorie des parallèles. Il essaie la même 
démonstration pour hypothèse de langle aigu; il n'y 
réussit pas, mais il parvient à ce théorème de eéométrie 
lobatschewskienne : „Deux droites se rencontrent, ou sont 
asymptotes, ou ont une perpendiculaire commune.” 

Cet ouvrage de Saccheri dont les histoires de mathéma- 
tiques de Heilbronner (1742) et de Montucla (1758) font men- 
tion, analysé en 1795 par Klügel, doit probablement avoir 
exercé une certaine influence sur les travaux ultérieurs. 

Lambert (11281711), mathèmaticien suisse de grande 
valeur s'oecupa de la même question dans un mémoire 
posthume sur „die Theorie der Parallellenlinien”, écrit en 
Septembre 1766 et inséré après sa mort dans le „Leipziger 
Magazin für Mathematik (1786)” La question de savoir si 
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le postulat d'Euclide est vrai ou non se ramêne à celle 
de savoir de quelle nature est le quatrième angle d'un 
guadrilatêre ayant trois angles droits. Des trois hypothèses 
possibles: angle droit, obtus, aigu, résultent trois espèces 
de géométrie. La première est celle du plan euclidien ; 
la seconde celle de la sphère euclidienne, et la troisiême, 
qui prouve la profondeur du génie de Lambert, se vérifie 
sur une sphère de rayon imaginaire. Il démontre, en 
outre, que si lon n'admet pas le 5e postulat d’Euclide, la 
surface d’un triangle est proportionnelle à l'excès de deux 
droits sur la somme de ses angles. Il en résulte que la géomé- 
trie métrique dépend d'une constante absolue, une espèce 
unité naturelle de longueur à déterminer par observation. 

Il y aurait lieu de citer ici quelques géomêtres qui ont 
eu leur attention attirée par la même question. Qu'’il nous 
suffise de rappeler quelques noms. Tout d'abord d'Alem- 
bert (1717—1785) admet comme évident que tous les points 
d'une droite sont équidistants d'une autre sil en est ainsi 
de deux d'entre eux. Lagrange (1796—1813) remarque 
que la trigonométrie sphérique ne dépend pas du postula- 
tion d'Euclide. PF. David de Fontenex (1734—1799) dans son 
ouvrage „Sur les principes fondamentaux de la mécanique 
(1761)” s'inspire probablement des travaux de Lagrange. 
D'un autre côté Carnot (1758—1825) et Laplace (1749—1827) 
sont amenês à& proposer, comme lavait fait Wallis, de 
substituer au postulat d'Euclide celui de l'existence de 
figures semblables. Fourier (1768—1830) propose de nou- 
velles définitions pour la droite et le plan, fondées sur la 
notion de mouvement et sur celle de la sphêre. Enfin 
Legendre (1752—1835) aprês avoir essayé, dès 1794, de donner 
une démonstration du postulat d'’Euclide prouve que la 
somme des angles d'un triangle ne peut surpasser deux 
droits et que sil existe un seul triangle dans lequel la 
somme des angles vaut deux droits, cette somme sera aussi 
égale à deux droits pour tous les triangles possibles. 

Au fond, comme le fait remarquer três judicieusement 
M. Mansion „Saccheri, Legendre et Lambert ne sont que 
des précurseurs inconscients de la métagéomeétrie : car tous 
trois détruisent de leurs propres mains l'édifice de la géo- 
métrie non euclidienne (lobatschewskienne et, cà et là, 
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riemannienne) qu’ils ont commenecé à élever; Saccheri au 
nom de faux principes sur les infiniment petits, Lambert et 
Legendre parce qu’ils trouvent invraisemblable que la géo- 
meétrie dépende d'une constante spatiale, comme la géométrie 
des figures tracées sur une sphère dépend de son rayon.” 

Ä noter également comme contemporaines aux recherches 
de Legendre celles du „prince des mathématiciens’” Gauss 
(1717—1855). A la vérité on ne possède que très peu d'écrits 
du géométre allemand sur ce sujet: une lettre à W. Bolyai 
de 1799, deux notes insérées dans „die Göttinger gelehrten 
Anzeigen (20 Avril 1816 et 28 Octobre 1822), deux lettres 
à PF. W. Bessel en 1829 et 1850, quelques lettres à Schu- 
macher en 1881 et 1846. Cependant ainsi que l'a prouvé, 
mon vénéré maître M. Mansion „c'est à ce profond penseur 
qu'il était réservé de voir clair, le premier, dans le postulat 
des trois droites et de faire de la notion de constante spa- 
tiale la pierre angulaire de la philosophie de la géométrie.” 
De 1792 à 1816, son esprit ne cesse d'être poursuivi par 
cette question ; certains passages de édition de ses oeuvres 
complètes montrent qu’il s'est assimilé ou qu’il a retrouvé 
les recherches de ses devanciers. En 1816 il est convaincu 
que la géométrie non euclidienne a autant de raison d'être 
que la géométrie d'Kuclide et il trouve la métrique non 
euclidienne. Malheureusement, à part ce qui a été rappelé 
plus haut, il n’a rien publié sur ce sujet ce qui est fort 
regrettable car on aurait pu attendre beaucoup d'un génie 
aussi profond que créateur. 

Enfin pour clore ce que M.G. Loria appelle la préhistoire 
de la géométrie non euclidienne, il y alieu de citer encore 
deux noms, l'oncle et le neveu, F. Schweikart (1780—1857) 
et F, Taurinus (1794—1814). Le premier dans son ouvrage: 
„Die Theorie der Parallellinien nebst dem Vorschlage ihrer 
Verbannung aus der Geometrie,’ retrouve quelques théo- 
rèmes de Saccheri et Lambert; Gauss le cite comme l'in- 
venteur d'une „séométrie astrale,” indépendante du postulat 
d’Euclide et équivalente à celle de Lobatschewsky. Le 
second publie en 1825 une „Theorie der Parallellinien”; 
il y trouve la métrique dite lobatschewskienne, en suppo- 
sant les côtés d'un triangle sphérique purement imaginaires. 

En réalité le véritable créateur de la géométrie non- 
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euclidienne est, sans conteste, le mathématicien russe Nico- 
las Lobatschewsky né le 22 Octobre (2 Novembre) 1793 
à Nijni Novgorod et mort à& Kazan, comme professeur à 
YUniversité le 12 (24) Février 1856. Ses premiers essais 
postérieurs à ceux de Legendre datent de 1815 à 1817. 
Il retrouve les résultats de ce dernier mais pour lui la 
somme des angles d’un triangle est plus petite que deux 
droits et variable d’un triangle à l'autre. Dès 1823, déjà 
professeur à l'Université de Kazan, il rassemble ses idées 
dans un travail qui ne fut pas imprimé. Le 12 (24) Février 
1826, il lit devant la section physico-mathématique de la 
dite Université un travail sur le postulat d’Euclide sous le 
titre francais „Exposition succinte des principes de la géo- 
métrie avee une démonstration rigoureuse du théorême 
des parallêles.” Cette étude n'a pas été imprimée et 
jusqu’ici le manuscrit doit être considéré comme perdu. 
Heureusement on est cependant renseigné sur le contenu 
du mémoire d'après les articles parus en langue russe dans 
„le Messager de Kazan”. L’auteur y affirme qu'une partie 
des résultats énoncés faisaient déjà partie de son „Expo- 
sition”’; ce travail publié en 1829 et 1880 sous le titre „Sur 
les fondements de la géométrie”, lui assure la priorité de 
sa découverte sur J. Bolyai dont YAppendix, imprimé en 
1831, ne vit le jour qu'en 1882. En 1835 Lobatschewsky 
fait paraître un mémoire assez long ‚sur la géométrie 
imaginaire” ; puis en 1856, une sorte d'appendice „Applica- 
tion de la géométrie imaginaire à quelques intégrales”. 
(Mémoires de Université de Kazan). Dans le même recueil 
de 1855 à 1838, il donne un troisième travail: „Les nouveaux 
fondements de la géométrie” en langue russe. 

Quant à son mémoire de 1835, après l'avoir quelque peu 
remanié, il lYenvoie à Crelle à Berlin qui le fait paraître 
dans son „Journal”, en langue francaise, sous le titre de 
„Geéométrie imaginaire”, 

De plus pour donner à ses idées originales la publicité 
à laquelle elles avaient droit, il n'hesite pas à faire impri- 
mer un travail écrit en langue allemande et résumant ses 
découvertes. Il fut édité à Berlin en 1840; c'est son livre 
sur les „Geometrische Untersuchungen zur Theorie der 
Parallellinien”. Enfin en 1855, lors du 50e anniversaire de 
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YUniversité de Kazan, il apporte une dernière contribution 
à son oeuvre remargquable par la publication en langue 
francaise de sa „Pangeometrie”. 

A peu prês à la même époque où Lobatschewsky publié 
ses premiers résultats un mathématicien hongrois Jean 
Bolyai (1802—1860) expose dans un travail remarquable, 
en 1832, les théories que Lobatschewsky avait publiées 
trois ans auparavant. Ignorant les recherches du géomeè- 
tre russe sur ce sujet, il avait été poussé dans cette voie 
par son pêre W. Bolyai (1515—1856), ami et correspondant 
de Gauss. L’oeuvre du fils ne comprend qu’une vingtaine de 
pages ajoutées au travail du pêre intitulé „Tentamen juven- 
tum studiosam in elementa matheseos purae, elementaris ac 
sublimioris, methodo intuitiva, evidentiague huic propria, in- 
troducendi” et a pour titre: „Appendix scientiam spatii abso- 
lute veram exhibeus: a veritate aut falsitate Axiomatis XI 
Euclidei (a priori haud unquam deeidenda) indipendentem ; 
adjecta ad casum falsitatis, quadratura circuli geometrica”, 

Quel fut le sort réservé aux découvertes de Lobat- 
schewsky et de J. Bolyai? Sauf peut être en Russie, 
les découvertes de celui que l'on a appelé l'Euclide mo- 
derne, étaient profondement ignorées. Du reste dans sa 
patrie même, personne aprês sa mort ne se soucia de con- 
tinuer l'oeuvre du maître; la même indifférence régnait 
parmi ses collêgues et ses disciples. Un sort analogue était 
réservé aux recherches du géomètre hongrois et comme 
si la noùüvelle géométrie n'eut jamais existé, il y eut encore 
de nombreuses et vaines tentatives de démonstrations 
du postulat d'Euclide. Bien plus l'attention des géomeètres 
fut sollicitée plutôt par les remarquables travaux de géo- 
métrie projective qui nous firent connaître les noms de 
Ponecelet, Möbius, Steiner, Von Staudt et Chasles. 

Bernard Riemann (1826—1866) posa le premier jalon d'une 
voie nouvelle et retint l'attention des philosophes et des 
mathématiciens par les concepts autant profonds qu’origi- 
naux contenus dans sa dissertation inaugurale. „Ueber die 
Hypothesen welche der Geometrie zu Grunde liegen.” 
Ce travail lu en 1854 à la Société philosophique de Göttingen 
ne fut publié qu’aprèês la mort de auteur par R. Dedekind. 
On y trouve cette remarque originale : „L’observation nous 
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apprend avec une grande certitude que l'espace réel est 
non pas infini, mais illimité.” Ce qui veut dire que la 
distance de deux points de l'espace peut avoir une limite 
maxima; par suite, il est possible de créer un troisième 
espêce de géométrie, analogue à la géométrie sphérique 
et où Yon prouve rigoureusement que la somme des angles 
d'un triangle est plus grande que deux droits. C'est la 
géométrie dite riemannienne, du nom de son inventeur. 

A la même époque, un savant professeur de la faculté 
de Bordeaux, Houël n’hésite pas à apprendre la plus part 
des langues européennes dans le but de faire connaître à 
ses contemporains les oeuvres mathématiques les plus 
remarguables. Il traduit en 1866, 1868, 1869 les écrits de 
Lobatschewsky, J. Bolyai et Riemann. Dans la préface de 
sa version francaise des „Etudes géométriques sur la théo- 
rie des parallèles” du premier, il note ce qui suit: „Gauss 
fit alors ce qu’il avait fait lorsque Abel et Jacobi eurent 
retrouvé, par leurs propres efforts, ses résultats inédits 
relativement aux transcendantes elliptiques. Il renonca à 
la propriété de ses découvertes et se contenta de donner son 
adhésion à la géométrie imaginaire de Lobatschewsky, dont 
il trouvait seulement la dénomination mal choisie. Malgré 
la haute valeur de ses recherches, elles n’ont attiré jusqu’ici 
attention d'aucun géomètrè, ce qui ne fut pas arrivé si 
Gauss les eût communiquées lui-même aux savants, ou si, 
du moins, il les eût prises publiguement sous son patronage.” 
En 1865 lorsque parut le 5e volume des oeuvres de T'olym- 
pien de Göttingen renfermant sa correspondance avec 
Schumacher, on y trouva cette lettre du premier au second 
(1846) où Gauss parle des „Geometrische Untersuchungen” 
de Lobatschewsky : „Sie wissen, dass ich schon 54 Jahren 
(seit 1792) dieselbe VUeberzeugung habe (mit einer gewissen 
späteren Erweiterung deren ich hier nicht erwähnen will). 
Materiell für mich Neues habe ich also im Lobatschefsky’- 
schen Werke nicht gefunden, aber die Entwickelung ist 
auf anderem Wege gemacht, als ich selbst eingeschlagen 
habe, und zwar von Lobatschefsky auf eine meisterhafte 
Art in ächt geometrischem Geiste. Ich glaube Sie auf das 
Buch aufmerksam machen zu müssen, welches Ihnen gewiss 
ganz exquisiten Genuss gewähren wird.” 


191 


D'un autre côté dès 1859, le grand algébriste anglais 
Cayley (1821—1865), sans rien connaître des travaux des 
fondateurs de la géomeétrie non euclidienne, introduisit dans 
la géométrie projective des considérations mêtriques sans 
soupeonner qu’il déecouvrait par le fait même précisément 
Pessence de la métagéométrie. 

La publication des oeuvres de Gauss, les traductions 
francaises de Houël, introduction des notions fondamentales 
dans les Eléments de géométrie de Baltzer (1867) attirèrent 
attention des mathématiciens sur la nouvelle partie de la 
science. Houêël lui même en 1867 se tourna du côté de Kazan 
et au mois d'Octobre de la même année la faculté physico- 
mathématique de cette Université prit initiative de la pu- 
blication des oeuvres de Lobatschewsky. De son côté Bat- 
taglini traduit en italien (1867 et 1868) la Pangéomeétrie de 
Lobatschewsky et lAppendix de J. Bolyai. 

Dês lors lessor est donné; de nombreux savants, adeptes 
de la géométrie non euclidienne, se lancent dans la voie 
 découverte par Lobatschewsky et Riemann et leurs remar- 
gquables travaux éclairent d'un jour profond les origines et 
les idées fondamentales de la science de l'étendue. 

ll m'est impossible de traiter d'une manière approfondie 
histoire détaillée de cette question; je renvoie le lecteur 
à la bibliographie. 

A côté des noms de Helmholtz, F. Klein (Ueber die so- 
genannte nicht-euklidische geometrie), Sophus Lie (Theorie 
der Transformationsgruppen) il y a lieu de s’arrêter quelque 
peu sur celui de Eugène Beltrami (1835—1900). De même 
que la géométrie plane non euclidienne de Riemann est 
analogue à la géométrie spliérique dans laquelle les grands 
cercles de la sphère sont assimilés à des droites, de même 
dans le „Saggio di interpretazione della geometria non 
euclidea (Journal de Battaglini 1868), Beltrami prouve que 
la planimétrie de Lobatschewsky est réalisée sur une surface 
particulière, la pseudosphère, dont les lignes géodésiques 
composent des figures à& deux dimensions assimilables aux 
figures rectilignes. Avant lui Lobatschewsky et Bolyai 
avaient donné une interprétation de la géométrie euclidienne 
sur lhorisphèêre lobatschewskien. Dans ce mémoire, le 
géomêètre italien prouve que „il est impossible de démon- 
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trer le postulatum d'Euclide par des raisonnements de 
géométrie plane.” 

Un des novateurs le plus perspicace et le plus profond 
en métagéométrie est, sans contredit, Y'éminent mathéma- 
ticien belge de Tilly (1837—1906), Vers 1860 il montre que, 
sans faire appel au postulat d’Euclide ni à aucun du même 
genre, il est possible d'’établir un système complet et 
rigoureux. Après avoir retrouvé par une méthode qui lui 
est propre les résultats fondamentaux de ses prédécesseurs, 
il éerit une mécanique (statique, cinématique, dynamique) 
non euclidienne et ses recherches furent publiées par 
Academie de Belgique tous le nom „d'Etudes de Méca- 
nique abstraite” (1868). En 1878 dans son „Essai sur les 
principes fondamentaux de la géométrie et de la mécanique”, 
il fonde toute la. géométrie sur la notion de distance de 
deux points; de là il déduit successivement les géométrie 
riemannienne, lobatschewskienne et euclidienne. Enfin en 
1862 parait son „Essai de géométrie analytique générale”, 
Pour lui la géométrie se réduit en dernière analyse à une 
seule relation entre n—-2 points dans un espace à n di 
mensions (5 pour 8 dimensions). Mais cette relation n'est 
pas arbitraire; elle est soumise à une condition nécessaire 
et suffisante, dite condition de six points. De là aussi ce 
théorème fondamental: „il n'existe pas d'autre système de 
géométrie possible que ceux de Riemann, Lobatschewsky 
et Euclide; chacun est logiquement admissible, indépen- 
damment des deux autres.” Pour lui „la géométrie est la 
physique mathématique des distances”, 

Pour terminer citons les noms de quelques mathémati- 
ciens qui ont aidé à la diffusion des nouvelles doctrines: 
Killing, Veronèse, Klein, Hilbert, Stäckel, Pieri, Mansion, 
Simon, Poincaré, Halsted, Bonola, Liebmann, Engel, Russell, 
Sègre, Gerard, Dehn ete. etc... Une mention spéciale à 
M. Barbarin qui a fait paraître plusieurs ou vrages remarqua- 
bles sur la métagéométrie. C'est de lui ce beau théorême: 
„Dans chacune des trois géométries, il y a des surfaces 
dont les géodésiques ont les propriétés de la droite des 
deux autres géométries dans le plan de ces géométries ” 

(à suivre.) 
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Over de eigenschappen der worlele van 
vergelijkingen en Congenenties 


DOOR 


C. KREDIET (Rotterdam). 


1. Wij kiezen als voorbeeld de vergelijking 
OSL Ar LE And? te Ast Ag=0. 5. (1) 

Veronderstellen wij dat a,b,c, d, e enz. verschillende 
wortels zijn van deze vergelijking, dan hebben wij, volgens 
de definitie van wortel, de gelijkheden 

at + A,a? + Asa? + Asad A, =0 

D* H A‚b3 + A,b? + Ab HA, =0 

ct + A,e? + Asc? + Asc + A, =0 men veld) 
d* + A,d? + A,d? + Ad + A, =0 

et HAje? + Age? + Age + A, =0 

enz. 

Trekken wij nu No. 2, 3, 4, 5 enz. van No. 1 af en dee- 
len wij respectievelijk door a —b, a—c, a—d, a —e enz, 
die allen van nul verschillen, zoo vinden wij: 
a°datbjab"b? + Ala? dabtb?) + Ás(atb) + Az =0 
astatctact te? + A,(a?Hacte?) + As(ate) + As =0 
asda?dd-ad?+-d?H A (a? dadd-d?)- Aslad-d) J A3 =0 (B) 
ada?edae? He? HA (a? daede?) J- As(ad-e) + A3 =0 
enz. 

Trekken wij weer No. 2, 3, 4 enz. van No. 1 af en dee- 
len wij respectievelijk door b—e, b—d, b—e enz, die 
weder van nul verschillen, zoo vinden wij: 

a? + ab Jac Hb? Abe HC? + A, (aHOHC) + A =0 
a? + ab + add bed bd H- d° + A (abd) A, =0 
a? + ab + ae 4 b?H- be He? + A, (abe) A, =0 
enz. 

Opnieuw No. 2, 3 enz. van No. 1 aftrekkende en deelende 
door c—d, c—e enz, vinden wij: 


datb ted-d- A; =| 


ned) 


ad-bd-ededA,=0 
enz. 
Wiskundig Tijdschrift, 7e Jaargang. 13 
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Hieruit volgt onmiddellijk, dat d, e enz. niet meer kunnen 
verschillen en dus: elke 4de machtsvergelijking heeft hoogstens 
4 verschillende wortels. 

Wij vinden dus tevens: 

De som der 4 wortels is gelijk aan — A. 

Brengen wij deze waarde van A, in eene der gelijkheden 
(y) over, b.v. in de eerste, dan verkrijgen wij: 

a? +ab dae db? + be He? — 
lat bte) {atb et d) tn 
en na herleiding geeft dit: 
ab + ac + be + ad + bd Hed = As. 
De waarden van A, en A, in een der gelijkheden (@) 
substitueerende vinden wij na herleiding : 
abe + abd + acd + bed = —Àz 
en de 3 gevonden waarden in een der gelijkheden («) 
overbrengende, vinden wij: 
abcd AL 

Het zal den lezer onmiddellijk duidelijk zijn, dat deze 
handelwijze op iedere vergelijking is toe te passen. Daarom 
is thans bewezen: 

1°, Elke nde machts-vergelijking heeft hoogstens » 
verschillende wortels. 
20. Zijn pi, pe, Ps ………. P„, die wortels, dan is 


Ep;= Ai,  Ep;pj= (1)? As, 
Ep;pp Pyl)? Az enz. 


2. Is a een wortel van f(x)—=0, waarvoor wij weder 
verg. (1) kiezen, dan is f(x) te schrijven: 

(et —at)HAr(@? — 4?) + Arla? — 4?) + Aslan — a) = 0 
da 
(e — 4) | ° Har? dato dat HA, (w? Har Ha) 


HAs(rta)tA, | =0 
Nu wordt 2—a#0 voor #—=b, dus is b een wortel van 
de vergelijking : 
star? SatatasdA, (a? Harta?)HAolad-a)HAs=0.. (2) 
Het zou kunnen zijn, dat a een wortel is van deze ver- 
gelijking. In dat geval heeft f(x) twee gelijke wortels a. 
a is dan ook een wortel van: 
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43 4-3A,n? +2Asan dA;=0........ (3) 

die uit (2) wordt afgeleid door a te vervangen door x. 

Indien a een wortel is van (1) en van (3), is zij een 
meervoudige wortel van (1), want als a wortel is van (3), 
is zij het ook van (2) en dan is f(«) deelbaar door (a—a)?. 
De afgeleide functie is hier langs anderen weg bepaald 
dan gewoonlijk. Het doel waarom zal straks blijken. 

Opm. 1. Het komt mij voor, dat een behandeling der 
vierkantsvergelijkingen op de wijze als in 8 1 is aangege- 
ven op de H.B.S. enz. geheel op hare plaats zou zijn en 
dat deze de voorkeur verdient boven die, waarbij eerst de 
wortels worden opgespoord en daarna hunne eigenschappen 
worden bepaald. Is #?+pr+-q==0 de verg. en is aan- 
toond aJb=—p en ab=g, dan zijn a en b onmiddellijk 
gevonden. 

Opm. 2. Het bewijs, dat elke nde machtsvergelijking 
minstens l en dientengevolge n wortels heeft, wordt door 
mij hier niet besproken. 


3. Schrijven wij thans: 
nt An HA? + Azad A, 0 (mod. p) 
waarbij p een priemgetal wordt verondersteld te zijn. 
Zijn a, b, c, d, e enz. wortels van deze congruentie, zoo is 
at + A,a? + Asa? + Azad A, ==0 (mod. p) 
D* + A,b3 J Ab? + Ab + A,==0 (mod. p) 
enz. 

Hierbij veronderstellen wij a, b, c‚ d, e enz. kleiner dan 
p en verschillend. Lezen wij nu in $ 1 in de vergelijkin- 
gen («), (2), (y), (ò) in plaats van —=0: =0(mod.p), zoo 
blijven al onze beweringen van kracht. Daarom heeft de 
gegeven congruentie hoogstens 4 verschillende wortels. 
Heeft zij er 4 en zijn deze a, b, c en d, dan hebben wij: 

adbtetdt A, ==0 (mod. p) 

ab Jac + be + ad + bd Hed —A,=0( id. ) 
abe + abd + acd + bed + Az =Z=0( id. ) 

abed —A,=0( id. ). 

Willen er 4 wortels mogelijk zijn, zoo is natuurlijk nood- 
zakelijk p >) 4. 

Nemen wij in ’t algemeen de congruentie 


Komt Arm tArot ed A =0 (mod;p). (4) 
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Hierbij is @ {p. Volgens Fermat is Pe (mod. p). 
Daarom is 2” — 2” PD —=g (mod. p). Wij kunnen dus 


Ax” door Kazen banl) vervangen, zoodat wij mogen aan- 
nemen, dat » niet grooter is dan p—1. (Het is mogelijk, 
dat hierdoor meervoudige wortels tot mindervoudige of 
enkelvoudige worden.) Als a kleiner is dan p, is altijd te 
voldoen aan de lineaire congruentie ax +b==0 (mod p). 
Wij kunnen dus A,‚, A», enz. ieder vermeerderen met een 
veelvoud van p, zoodanig dat alle coefficienten door A, 
deelbaar zijn. Derhalve is de algemeene vorm der con- 
gruentie te schrijven: | 


a AK at A Aaen =O Gn 


Passen we nu hierop de bewerking toe, in ’t begin dezer 
paragraaf bedoeld, en zijn a,, a, ds, -……… a, de wortels 


nj 


dezer congruentie, zoo is 
Za, + A, =0 (mod. p) 


Zaa,aytA;=0( id. ) 
en ten slotte 
ard aars: a (mod. p). 
Het teeken voor A, is (ET 
Wij weten, dat de congruentie van Fermat, nl. 
aP 1 1=0 (mod. p) 
de (p —1) wortels 1, 2, 3... (p —1) heeft en dus is 
p—l 
X (m) 0 (mod. p) 
1 


Pact | 
E (mm) ( Lc 


KEN 
ED (tt SOC id. ) 
Di den 


Deze laatste eigenschap is niets anders dan het theorema 
van Wilson. 


en 
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4. Noemen wij de som van de rde machten der getallen 


Deel) TeSP. Sr Ba, Ops eet Sl dan is 


bekend, dat deze sommen zich laten bepalen door middel 
van de aan het slot der vorige paragraaf gegeven vormen 
en aangezien al die vormen, behalve de laatste, door p 
deeibaar zijn, zijn dus 


sb ete ak bern Ee 52 allen =0 (mod. »). 
Wat S dit aangaat, volgens Fermat is 


lm let ep Eel =O (mod p) 
en dus is 

Sj — (Pp —1)=0 (mod. p) 
of 


Dj il OS id. 
5 De congruentie 


en A 0 (modsp) 


is, omdat te voldoen is aan na— A, =0 (mod. p), te ver- 
anderen in eene van den vorm: 


x Hnax en ie Wb L.A, =0 (mod. p). 


Door nu de wortels met a te vermeerderen op de wijze 
als in de algebra gedaan wordt, is de congruentie te ver- 
anderen in eene van den vorm: 


BE Arn Arn de A, =0 (mod, p)} 
Passen wij dit toe op een congruentie van den tweeden 
graad, zoo wordt zij: 
B? + A’, ==0 (mod. p). 
Is dus —A/’, een kwadraatrest van p,‚ dan is de con- 
gruentie op te lossen. 
B.v. op te lossen: 
a) Su +1 20 (mod. 13). 
Wij schrijven eerst: 
an Ot il 0 ( id. 5) 


en hiervoor 
Ze b=0l vid.) 
en dit geeft, #/ =#— 1 stellende: 
nin de): (aad) 
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das Hs 
daarom is =S Ots Olne 
de wortels zijn dus 4 en 11. 
b. De? J- 2e 710 (mod. 11) 
De? d 3D + 400 
ed Id 80 
2 — Ard 80, n=? 
240 
a 120. 


1 is geen kwadraatrest van 11, dus is er geene oplossing. 
Wij merken op, dat #=2 + 2% voldoet. Wij leiden dit af 
uit o/? +40. 


6. De wijze, waarop wij in S 2 tot de conclusie kwamen, 
dat een verg. f(@)=0 een meervoudigen wortel heeft, als 
f(e) en f'(@) een GGD hebben, is geheel van toepassing 
op de congruenties. Het zoeken van een ,„GGD” kan 
daarbij bekort worden door de eigenschap, dat aan de 
lineaire congruentie aa + b ==0 (mod. p) altijd voldaan kan 
worden, als a#p is. 

Nemen wij als. voorbeeld: 

ot +43 +124? + 11e +80 (mod. 13). 

De afgeleide functie geeft: 

A3 + 120? +24 +11 0 (mod, 13) 
en daar 11 +13 =6 X4, is dit ook 
PEd- Ip db F6 0 (1de) 
De deeling geeft als rest: 
vrl ide) 
d.i. Sr +124J-15=0( id. ) 
of Dis Att Da 0e 1de): 

De deeling van #? +45 op #° + 3? 46u +6 geeft 
tot rest be +11. Wij hebben nu: 

De + 11 =0 (mod. 13) 
d.i. 1143910 Xb zijnde: 
at10=0( id. 

De deeling van #10 op #? +4 +5 geeft tot rest 65, 
dus een veelvoud van 18. 

Aan de congruentie @ + 10==0 (mod. 13) wordt voldaan 
door @ = 3. De oorspronkelijke congruentie heeft dus 
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2 wortels 3. Met behulp van den algorithmus van Horner 
hebben wij nu: 


1 d 12 del 8 
5) 21 21 18 
ï 93 of 7 32 of 6 26 of 0 
ö 50 53 
10 81 of 11 89 of 0 


dus is de congruentie 
(a — 3)? (a? +10 @ +11) = 0 (mod. 18). 

Nuis @? +10 # +11 = (a +45)? — 14 en dus (a + 5) —1 =0 
zoodat Dent kedati8n 1, oft :9. 

De wortels der gegeven congruentie zijn dus 3,3, 7 en 9. 

1. Zijn P==0 (mod. p) en Q==0 (mod. p) twee congruen- 
ties, die enkele wortels gemeen hebben, zoo zullen die 
wortels ook behooren bij de congruentie P + kQ ==0 (mod. 
p), waarin k een geheel positief of negatief getal. Zijn 
een of meerdere dier wortels in beide gegeven congruen- 
ties meervoudig, zoo zullen zij in P+kQ=0 (mod. p) 
voorkomen tot den laagsten graad van meervoudigheid 
van een der twee gegevene. Is dus Q de congruentie 
van Fermat zoo zal P+ kQ =0 (mod. p) slechts de wortels 
van P kunnen bezitten, want Q, bezit alle wortels die P 
ook heeft. Zijn deze laatste a,, as, a; ... zoo is voor 
P + kQ==0 (mod. p) te schrijven 

(wr —a,)(w— as) (we — as). (P, HQ) =O (mod. p) 
waarbij Q, geen der wortels van P, meer bezit. Het is 
nu wel mogelijk dat P, +kQ,==0 (mod. p) nog wortels 
bezit, doch deze zijn nooit de meervoudige wortels van P, 
zij kunnen alleen de enkelvoudige wortels van P zijn. 
Door deze opmerking kan het zoeken naar de wortels van 
P vereenvoudigd worden. 

Nemen wij 

LS — 3u? —2t + 23 — 3 — 20 (mod. 7). 

Door verdrijving van den tweeden term, waardoor wij 

de wortels met 4 vermeerderen, krijgen wij 
ee J Sat + 2e? + 2 +30 (mod. 7). 
Trekken wij hiervan af «°® — 1 ==0 (mod. 7) zoo houden 


wij over 
Bat H- 2? + Zap H- 4 =0 (mod. 7) 
dek et HS? H3r—1=0( id. ) 
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Blijkbaar voldoet hieraan #=—1. Het eerste lid levert 
(@ H-1) (@° — n°? +4 —1)==0 (mod. 7) 
en dit is 
(a J- 1)? (2? — 2 +6) =0 (mod. 7) 
of (a +1)? (@? — 2e d1—9) =0(id.) 
dus de wortels —1,—1,—2 en 4. 

Met 4 vermeerderd geeft dit als wortels 8, 8, 2 enl. De 
gegeven congruentie heeft dus de wortels 1, 2 en 3, waarbij 
de laatste stellig enkelvoudig is. Het volledig onderzoek 
eischt dus nog na te gaan of de wortels 1 en 2 meervou- 
dig zijn. 1 blijkt dan drie-, 2 tweevoudig te wezen. 


8. Met behulp van de kwadraatresten van een gegeven 
priemgetal kan men nog vereenvoudiging in de bewerking 
aanbrengen. Zooals bekend is zijn de kwadraatresten 


pl 
wortels van de congruentie An 1==0 (mod. p) en de 
pl 
niet-kwadraatresten van k +120 (mod. p). De kwa- 
draatresten van 7 zijn 1, 2 en 4. 
Nemen wij nu weer 
ns — 3 —2pt Hp —3r —2==0 (mod. 7). Omdat xv? 
—12=0 (mod. 71) de wortels 1, 2 en 4 heeft, zullen wij 
kunnen zeggen, dat als 1, 2 of 4 een wortel is van «° — 
Sn? — Zat 23 — Ir —2— (3 — Br? — 2d 2) (3 —1) ZZ 
0 zij ook een wortel is van de gegeven congruentie. De 
factor van «@®—l is blijkbaar te vinden uit de termen 
van de gegeven congruentie, die van den derden of hoo- 
geren graad zijn. Wij krijgen dus de congruentie 
NS — Dr? — 2 H-2— Br —2==0 (mod. 7) 
Aka SS? —De=Z=0( id. ) 
2 —3r —5 =Z0( id. ) 
Jd —5 =O0( id. ) 
f (re H-2? —9 =O( id. ) 
dus n= 
zoodat de wortels zijn +1 en —5 of +1 en +2, zijnde 
beide kwadraatresten. 
Voor de niet-kwadraatresten hebben wij den factor @® — 1 
te veranderen in «° +1, en wij krijgen dus te onderzoeken 
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—_ 03 +3? JZ —2— Br —2==0 (mod. 7) 
of RS HR? 4=Z=0( id. ) 
Tellen we hier nog eenmaal #° +1 bij op, zoo vinden 
wij 
Su? — H— 3 ==0 (mod. 7) 


of on H6n—3==0( id. ) 
dat a d2r-1=5=0( id. ) 
of 2 Hed 190 (id) 
dus L=—_ld+3 


derhalve de wortels 2 en 3. 

2 is geen niet-kwadraatrest, dus is alleen 8 een wortel 
van de gegeven congruentie. 

In werkelijkheid hebben wij nu gebruik gemaakt van 
een congruentie van den vorm P+ RQ ==0 waarbij R een 
algebraïsche uitdrukking. In ons antwoord kunnen dus 
wortels voorkomen die gelijktijdig aan P==0 en R=0 
voldoen. De methode is daarom minder aanbevelenswaar- 
dig, maar zij kan toch bekorting geven. 


9. Beschouwen wij nog eens de congruentie 


teg 10 (mod. p) 
die de wortels 1, 2, 3 ..., (p—2) heeft, omdat zij, met 
eJ1l=0 vermenigvuldigd, de congruentie van Fermat 
geeft. Hieruit volgt o. a. 
(Pp —2)!—1==0 (mod. p) 

welke eigenschap ook alleen voor priemgetallen geldt. 

Is nu p van den vorm 4n +1 dan levert zij voor de 
kwadraatresten 


| BEL A1} =0 (mod. p) 
en voor de niet kwadraatresten 
p—l 
B 


it +120 (mod. p) 
Is echter p van den vorm 4n +3 zoo levert zij voor de 
kwadraatresten 


4 — 1250 (mod. p) 
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en voor de niet-kwadraatresten 


ie — & hals — Et 1250 (mod. p}. 
Wij zien hieruit dat 41 en — 1 kwadraatresten zijn als 
p=4n }1len dat alleen + 1 kwadraatrest is voor p =4n +3. 
Hieruit volgt weer dat er voor p =4n + 1 altijd te voldoen 
is aan a° +6? ==0 (mod p) waarbij a en b beide kleiner of 


hoogstens een gelijk aan Dn en onderling verschillend. 


Maar dan zijn alle getallen van af 1 tot En twee aan 
te combineeren, zoo dat de som hunner kwadraten gelijk 
is aan een veelvoud van g. Zoo is: 

22 520 (mod 29), 


dus ook: 42 4102 =0 
6° + 15° =0, waarvoor wij weer schrij- 
ven: 62 +14? =0 
82+ 90 
122 4 1720 
en hieruit leiden wij af: 
12 H- 3220 
11? + 132 =0. 


Natuurlijk kan niet a? +5? =0 en a? Jc? =0, want dan 
zoude (b— c) (b + c)==0, terwijl beide factoren kleiner zijn 
dan p. 


10. Laat ik eindigen met nog een merkbare bekorting 
aan te geven in de becijfering voor het onderzoek of een 
gegeven getal a een wortel is van een gegeven congruentie. 
Ik neem een voorbeeld, nl. of #—= 4 aan 

ne LD? — Bret + 13 — On? +5 1 ==0 (mod 13) 
voldoet. Alsnu is #? =16, dus =3 (mod 13). Ik schrijf: 
(w?)S — 3 (m2)? —6 (0?) +1] #0 [5 (@2)* HT (02) +5) 

en dit geeft: 27 —27 —18H7 + 4(45 +21 +5) 
dies +273 of — 295. 
Hieruit volgt dat +4 een wortel is, doch —4 niet. 
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Nieuwe hulpmiddelen voor teekenen. 


Door de firma Wm. J. Brooks & Co, Letchworth, Herts, 
Engeland worden verschillende nieuwe hulpmiddelen in den 
handel gebracht om het lijnteekenen te vergemakkelijken. 

le. Een eenvoudig toestel om den teekenhaak door een 
enkele handbeweging vast te zetten, zoodat men beide 
handen vrij heeft om te werken met deteekendriehoeken, 
enz. Voor arceeren is dit zeer gemakkelijk. Wil men 
den haak verschuiven, dan is een kleine druk op het 
knopje K noodig om de klauw C te doen loslaten. 

Moet de teekenhaak scheef op het bord worden gelegd, 
dan wordt de klauw gebracht in den stand fig. 4. 


8 rie BROOKS paren T-SQUARE LO 


: C 5 
€ 


ENLARGED VIEW OF | 
LEFT- HAND END. RICHT- HAND PLATE SHOWING CLAW. 


2e. Drie soorten buigbare linialen voor het teekenen 
van kromme lijnen (dus vooral voor scheepsbouwteekenen 
gemakkelijk, doch ook voor het maken van graphische 
voorstellingen, enz.) 

Model A (fig. 5) wordt bij kleine afmetingen vastgehou- 
den door de hand, bij grootere lengte door punaises of ge- 
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wichten; de linialen zijn ter lengte van 20 cM tot 200 cM, 
en desgewenscht nog langer verkrijghaar. 
ONEENS Een bijzonder 

dunne liniaal (model 
AA) kan ook ver- 

kregen worden, 
waarmede men bo- 
gen van 1 cM straal 
kan trekken. 


tal staafjes, die 
stijf over elkander 


Fig. 5. 


beweegbaar zijn, en die 
gesteld worden naar het 
beloop van de kromme. 
Model C (fig. 7) is in ’t 
bijzonder geschikt voor het 
teekenen van lange kromme 
lijnen als in den scheep- 
bouw voorkomen. De hou- Fig. 6. 
| ten staafjes worden door 
de wrijving vastgehouden 
in de gleuven van de lange 
houten stang. De lengte 
van deze is van af één 
engelsche voet tot elke 
Fig. 7. gewenschte afmeting. 

Een model D is op ver- 
zoek van scheepsbouwers ingericht met een houten in 
plaats van een stalen liniaal. 

3e. Een strook metaal (fig. 8), door de makers „Pinro” 
genoemd, waarmede het teekenpapier kan worden vastge- 
zet. Men kan het metaal afknippen op de vereischte 
lengte. De dikte der strooken is kleiner dan die van 
punaise-koppen. 

4e. Een schijfje van celluloïd met een aantal cirkelvor- 
mige uithollingen voor het teekenen van afrondingen (fig. 
9). Dit eenvoudige instrumentje zal zeker aan velen wel- 5 
kom zijn; vooral voor werktuigbouwkundige teekeningen 
kan het goede diensten bewijzen. 


Fig. 8. 
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De. Eenige ecelluloïd mallen voor wiskundige kromme 
lijnen, nl: a. parabool (ongeveer 104 bij 12 eM groot.) Een 
dwarslijntje loopt door het brandpunt. Met behulp van 
deze mal en gequadrilleerd papier (met een engelsche 

mf duim als eenheid) kan men wortel- 
trekken, en de vergelijking «? + ax 
+-b=—=0 oplossen. _— 

b. gelijkzijdige hyperbool, ay =1 
engelsche duim, 

c. ellips met groote as ongeveer 
1.5, kleine as ongeveer 5 cM. Door de 
brandpunten zijn lijnen getrokken 
evenwijdig aan de kleine as. 

d. derdemachts-kromme y= x?, 

e. cycloïde, verkregen door rollen van een cirkel van 
ongeveer 5 cM middellijn. 


Prijsvraag. 


Op bladz. 92 is melding gemaakt van een prijsvraag. 
Daarop zijn 968 antwoorden ingekomen, waarvan 185 vol- 
doen aan den gestelden eisch. De oplossers waren offi- 
cieren, onderwijzers, arbeiders, geestelijken, kooplieden, 
studenten, enz. De prijs werd door loting toegewezen 
aan Max Lange in Augustusburg (Erzgebergte), een arbei- 
ders In Unterrichtsblätter f, M. u. Nat. No. 2, je. XVII, 
bladz. 31 geeft P. v. Schaewen een oplossing. 
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Vit Buitenlandsche Vijdschriln 


Over de deelbaarheid van #°”4- ne Plan 
door #° drol. 
130. On désigne par m, n, p trois nombres entiers positifs ; 
on a: g3 == 1 (mod. e? + a +1) 


donc il (mod. 2? + #1) 
glee =&® (mod. 2? +41) 
gP TE — pe (mod. w? He +1) 

3 


doù ep ol PTS tat) =O (mod.atHetd). 
Deensche Examens 1909. Nyt Tidsskrift. 


Over een eigenschap van driehoeken. 


131. Soient a,b,c les côtés d'un triangle; Dolne 
O les puissances d'un point queleonque de son plan par 
rapport aux quatre cercles tritangents et au cercle circon- 
scrit, on a 141, +1, +13 —-O=a? +6? 4e? 


soient N,N, N;, N, M les centres des cercles ; r, ie 


rj, 7, et R les rayons. Le triangle N_N‚N, admet M 


comme centre du cercle des 9 points et N comme ortho- 
centre. Les droites qui joignent les milieux de NN, et 
NN Net NN, NN et NN, passent par M qui est 
le centre de gravité pour les points N, N oNpeN Soit P un 


point quelconque du plan, on a d'après une propriété con- 
nue, facile à démontrer par la mécanique: 
IIs Le HIj =d MP? MN? MN 2 MN SER 
Ode Oo te C, 

C,‚ etant une constante indépendante de la position de 

P. D’autre part 
PM? =0 HR? 
Done II; +1, + Is —40 =4R? HC, =C5. 
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C‚ etant une nouvelle constante. Pour la déterminer on 
place P en un sommet du triangle; alors OQO =0 et si 


s—=atb-e 
2 2 2 2 
(5) (Ge) (ie ) + (ae) 
—a? Hb? He? 
Nyt Tidsskrift 1909. Vraagstuk 424. DR. J. ROSE. 


132. De Internacia Scienca Revuo, geschreven in Espe- 
ranto bevat van tijd tot tijd ook wiskundige verhandelingen. 
De zesde jaargang (1909) bevat: 

Réné de Saussure: La geometrio „folietara” (bladz. 129 
en 285); 

Raoul Bricard: Pri la geom. „folietare” analitika esploro 
(bladz. 318); 

Réné de Saussure : La sistemoj de korpoj rigidaj. Aldono 
al la geom. „folietara’”. (bladz. 319 en 362). 

Er kan hier tevens verwezen worden naar het in deze 
aflevering besproken wiskundig woordenboek in hulptaal. 


183. Toovervierkanten. 


In Nature van 26 Mei 1910, bladz. 568 geeft Ernest 
Bergholt eene algemeene oplossing voor het toovervierkant 
vane metsvoorbeeld A==10, B=12, C=8 D==5, 
a=8, b=—9, e=—10, d=2. 


On AB Ebel Deb 


Da Adil B | G WAE Sd 
Ode re A | D BEE GE 
BRONNEN Gd 
Fig. 1. 


De eigenschappen vermeld door Edouard Lucas in zijn 
Récréations Mathématiques (4e deel, 1894) leest men on- 
middellijk uit de figuur af. 

a—=b geeft type à van de tabel van Frénicle (voorbeeld: 
Idd 0 b Ondenend 4): 

a—=—b geeft een niet door Frénicle vermeld type, (voor- 
beeld A =4, B=15, C=10, D=5, a=3, b=—3,e == —4, 
dl) 
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Fig 1 geeft een oneindig aantal oplossingen voor een too 
vervierkant met 16 verschillende ondeelbare getallen (voor- 
beeld A=—=71,B=17, Cl, DSD =6 bb ten 

Tevens geeft fig. 1 de oplossing van het omgekeerde der 
in ’t oogvallende eigenschap, dat het op elkander plaatsen 
van twee latijnsche vierkanten een toovervierkant geeft, 
zoodanig, dat de som der getallen in elk der vier kleinere 
vierkanten, waarin het verdeeld kan worden, evengroot is. 

Een latijnsch vierkant is van den vorm: 

EN B C D 
B C D À 
C D Á B 
D 7 B C 

Bedoeld omgekeerde, waarvan geen bewijs bestond, luidt : 
elk toovervierkant van 4, waarvan de som der getallen 
in elk der kleinere vierkante evengroot is, kan worden 
beschouwd als de som van twee latijnsche vierkanten. 
Om dit te bewijzen, schrijft B. fig. 1 in den vorm van fig. 2. 


Ard [Ce dletatl Dn 


D4-e—-d| B | 0 Ace 

Galhesc IN | D Bte 

Bb [Dardania 
Fig 2. 


Elk klein vierkant geeft tot som ABCD, als 
a—ecd-d=0. Vervangt men na de substitutie d=c— aq, 
ook nog A, B en C door A +a, B—+b, C+ c, dan ontstaat 
fig. 3, waaruit men de eigenschap afleest. 


C4b | Atal D B4c 
B | Del Afb | Ctal 
Fig. 3. 
(De bovenbedoelde eigenschappen zijn: 
1. De som van de getallen in de 4 hoekpunten, de som 
der 4 binnenste getallen, en de som der middelste getallen 
van twee evenwijdige zijden, is gelijk aan de constante 
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van het toovervierkant (d.w.z. de som der getallen van 
een rij, van een kolom, of van een diagonaal). 

In fig. 1 heeft men als constante A +B+C—HD. 

IT. De som der getallen van een der kleine vierkanten 
is evengroot als de som der getallen in het overstaande vier- 
kant, en de som der getallen van twee naast elkander ge- 
legen kleine vierkanten is gelijk aan tweemaal de constante. 

III. De som van de getallen in de uiteinden van een 
zijde is evengroot als de som van de middengetallen der 
overstaande zijde; de som van de getallen in de uiteinden 
van een middenkolom of van een middenrij is gelijk aan 
de som der middengetallen van de daarnaast gelegen 
kolom of rij, en de som van de getallen in de uiteinden 
eener diagonaal is gelijk aan de som der middengetallen 
van de andere diagonaal. 

Gevolgen : 

1. Om een vierkant te kunnen vormen met 16 getallen, 
is noodzakelijk, dat als men de som neemt van telkens 
twee getallen, tien sommen van telkens twee getallen ge- 
lijk zijn aan tien sommen van telkens twee andere getallen. 

2. Als er éen grootste en éen kleinste getal is, dan 
kunnen deze nooit zoo geplaatst worden, dat ze bij niet een 
der berekeningen volgens III bij elkander worden geteld. 

8. Als er twee grootste en twee kleinste getallen zijn 
dan kunnen deze nooit zóo geplaatst worden, dat ze bij een 
der berekeningen volgens III bij elkander worden geteld.) 


134. In „Unterrichtsblätter 1910, No. 4, bl. 89 geeft F. 
Otten het volgende middel om den cosinusregel der bol- 
driehoeksmeting te onthouden: 

Begin met een zijde, en schrijf voor 4 opeenvolgende 
elementen de cotangenten, dus 

COLE COL LE MRCOLE TCO 


of 
COS COS &% 
cot c 4 ke cot y 
sin sin % 


ed 


Wiskundig Tijdschrift, 7e Jaargang. 1 
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en trek de lus aan, dan komt er 
cote sina —=cosa COS B J- sin B cot y. 


135. Bewijs van het Theorema van Fermat. 
Take the scale of notation the radix of which is «, and 
write down all the numbers of p digits, any or all of which 


may be zero. The number of these numbers is x’. From 
one number we can, in general, derive p—l1l others by 
cyclical permutation, the exceptions being those numbers 
that are periodic with a period that is a submultiple of p. 
Suppose p to be a prime, so that its only submultiple is 
unity. Then all the numbers except the & numbers that 
have their digits the same can be arranged in sets of p 
each (which are easily seen to be mutually exclusive). Hence 


the number of these numbers, which is a? — x, is divisible 
by p, and if «@ is prime to p, we see immediately that 
a? — 1 is divisible by p. 

Nature, Oct. 27 1910. bl. 531. F.J. Vas 


136. Eigenschappen van een viervlak. 


1) Als de zijvlakken van A, A, A; A, naar de over- 
staande hoekpunten genoemd worden a,,«s, «3, «4, dan 
heeft men: 


Fig. 1. 

a? Haga, ag COS (ay, ao) = az? Ja? — Zaza, COS (az, «j). 

Laten A en B de projecties zijn van A; en A‚,op Â,A3; 
AC worde evenwijdig en gelijk met BA, getrokken. Het vlak 
CA,;A staat dan loodrecht op A;A,, terwijl ZA; AC= 
(ern wezen zal. Dis 

CAP HAA? —2CA.AA, COS (az, ar) == CAS 
AsA4® sin? (A,A, AsÂ4). 
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Vermenigvuldigend beide leden met 4 A, A? komt er: 

ata, Zaza, COS(aza,) =S? als S de helft is van 
het parallelogram, welks zijden gelijk en evenwijdig zijn 
met A,‚A, en A; A,. Aan dezelfde figuur zal nu ook ge- 
lijk wezen: 

a, 2 Jaz? —2a, as Cos(a,,as), waaruit de stelling volgt 
welks analogon voor een vlakken vierhoek onmiddellijk 
opvalt. 

2) Bij deze eigenschap geeft DALLE als opmerking een 
stelling, die wel niet nieuw, maar toch minder bekend is 
dan ze verdient, nl: als in een viervlak de sommen van 
twee paren kruisende ribben gelijk zijn, dan geldt hetzelfde 
ook van de standhoeken op deze ribben. 

Jaren geleden gaf WOLSTENHOLME van deze stelling het 
volgende meetkundige bewijs in de Educ. Times. 


Fig. 2. 

Hij gaat daarbij uit van de eigenschap, dat als in een 
vlakken of scheeven vierhoek A, A, As A, de betrekking 
bestaat A, A, A, As =A; As + A3 A4, de ingeschreven 
cirkels der AA A,‚As A, en As As A4 elkander zullen 
raken. Beschouwen we nu het viervlak A, A, A; A, dan 
zullen de loodlijnen opgericht in de middelpunten Q, en P 
der ingeschreven cirkels der genoemde driehoeken elkan- 
der snijden in een punt O0. Projecteert men dit punt op de 
ribben AA, AsA3, A,A, dan volgt uit congruente drie- 
hoeken, dat het verschil der standhoeken op A;A; en A,Â5, 
voorgesteld door (A, A3) — (A, A»), gelijk is aan het ver- 
schil der hoeken, waarin het vlak A, OA, den standhoek 
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op A, As verdeelt. Hetzelfde geldt voor (A; A4) — (A, A;) 
dus (As Aa) H(A, Al) =(Ai Ao) + (As A4) 
Q. Schwering. Mathesis 1909. Question 1688. 


187. Straal van den omgeschreven cirkel van een driehoek. 


Van de bekende formule, die 
wij waarschijnlijk aan Brahmagupta 
danken, geeft de redacteur van 
den Bull. Math. El. het volgende 
bewijs. 

Twee driehoeken in een zelfden 
cirkel beschreven verhouden zich 
als de gedurige producten hunner 
zijden. 

Immers: 

A ABC A ABC =S ABe ACHAT B PA 
AA BG AA BC == BARDO B AD 
A ABC: A ABC =S CAMS OB SG AEG Ee 


dus 
A ABC:A ABC == ABX BOXCA A/B BAC 
Wordt nu B’C’ getrokken door het middelpunt, dan ver- 
krijgt men de gevraagde formule. 


Q. Michel. Bull. Math. El. XV 1909. 


188. Toepassing van de stelling van Pascal. 


Een rechte lijn snijdt 
de zijden van A ABC 
in de punten L, M,N, 
Door deze laatsten 
worden rechte lijnen 
getrokken, die de zij- 
den weder snijden 
mede mounten ml 
NLG MS ENEN se De 
punten L, L, N, Ns 
M, M, liggen op een 
kegelsnede. 

In den zeshoek 
L‚L‚N‚N,M,M, liggen 
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de snijpunten L, M, N der overstaande zijden (L, L,,N, M‚), 
ONSEN Nen ON SN, M‚ Ly)-op een‚rechte lijn, dus kan 
om dien zeshoek een kegelsnede beschreven worden. 

Q. Frachtenberg. Educ. Times 1908. Quest. 16449. 


139. Eigenschap van een gelijkhoekigen zeshoek. 


M Uit de figuur volgt: 
peN 1. dat de overstaande zijden even wij- 
KAREN dig loopen; 


2. dat de som van twee zijden, die in 
een hoekpunt samen komen, gelijk is aan 
de som harer overstaande zijden. 

Q. Rousseau. Bull. Math. El. XIV. 1909. 


140. Ellipsen met een zelfde richtlijn en 
brandpunt. 


Zij OB de kleine as van een dier ellip- 
sen, welker richtlijn KL en focus F is. ETET 
Men heeft dan: È 
FK=OK—OF= Se 
C C 0 K 
dus is de meetk. plaats van B een parabool 
met FG tot topraaklijn. 
Q: Pégorier. Bull. Math. El. XV. 1909. 


8) 


141. Eigenschap van een driehoek. 


B, en C, liggen symmetrisch met B en C ten opzichte 

van de hoogtelijn AA, en worden op AC en AB geprojec- 
7 teerd in B, em C,. Deze 

punten zijn met A, col- 
lineair, 

Men heeft 
BA, : CA, = cot Bet cot C 
CB, : B, A =cot C : cot (B—C) 
AC, : C,B==cot (B—C) :cot B. 
waaruit de stelling volgt. 
Q. Degueldre. Mathesis 1909. Question d'examen. 
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142. Eigenschap van een rechthoekig viervlak. 


De ribben OA, OB, OC staan loodrecht op elkander, de 
loodlijn in het zwaartepunt Z van A ABC opgericht, snijdt 
de vlakken BOO, COA en AOB in A’, B’, ©. 

Breng door O een vlak // ABC; 
een loodlijn in A op deze vlakken 
snijdt het hulpvlak in Een BOC in D. 

Verbind O met E dan is / AEO 
— 90° en ook Z AOD =90°, daar 
OD in het vlak BOC ligt. Men heeft 
nu: OA? = AE X AD 

— AE X3ZA. 
Dus 
OA* OB? O0? = ZA Zen 
Neuberg. Repr. Educ. 
Times. 16508 Vol. XVI. 1909. 


143. Eigenschap van een driehoek. 


Men trekt door een punt P lijnen naar de hoekpunten 
van A ABC en plaatst hierop in P loodlijnen ; deze snijden 
de overeenkomstige zijden in de collineaire punten A’, B’, C, 


Men heeft: 
Bme OB AG AED « A PCB « A PAC 
BO “CA “ABT A PBO A POA * o PAB 
sar DBA A PCBee ANDER 
TA PAB “A PBO ’< A PCA 
EPB, PAS BO PBE 
— PA PB PB PG SPOP 
dus liggen A’, B’, C’ op een rechte. 
Q. Lerch. Zft. f. math. u. naturw. Unt. XL. 1909 


1 
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144. Algebraïsche identiteiten. 


In den Bull. Math. El. 191) wordt voor het bewijs der 
betrekking 
a —(b—ce)? , b-—(e—a)}? Cc? —(a—b)? 
LEED 
een methode gevolgd, die voor uitbreiding vatbaar is en 
eerst gegeven zal worden. 


Ee ai ae — b) (ae — €) 
Zij NES 


dan zijn f(a), fb), f(©), =a’', b°, d° dus moet men hebben 
f@)— a =P (r— a) (er —b)(r— 0). 
Voorn ==0 is het eerste lid van den 2den graad dus moet 


P=0 wezen. 
| Men heeft dus: 


(e—a)(e—b) __ 1 
(a —b) (a —c) 4 
Deze identiteit vereischt : 
1 
Xx Ee kn (Rt, ve EE AE NL} 
be a 3 
Ì ab Eon 4 
be 
AD DE Ee (5) 
Voor n=—=1 zal om dezelfde reden P —= 0 moeten wezen, dus: 
5 a (« — b) st G)n 
(a —b)(a—e) 
waaruit volgt: 
a 
Ea in Ne Ok (4) 
ONU KA T N 
BR pr: 0) 


en vindt men (1) terug. 
hook 2 heettemen 


5 a? (mn — CIE 


(a —b) (a —c) 
en de nieuwe pe 
a° 


EDES RO 


216 
a? (b+-c) 0 


(a=B) (ae) 
Voorn ==3, moet P=1l wezen, dus 
a eb) GO) ae en 
Een ijk ( — a) (@ — b) (a — C). 
Voorn=4 is P=rd-at-b-e, dus 
Ue LC kie 17 
x EE MEE pt — (@tatbt-e) (a—a) (a—b) (@—e). 
Zoo kan men verder gaan, ook met andere functies. 
Zij b.v. 


(1) 


Zos Bte) (a —b) (@ -10) 
Am Geen 
dan is F(@)&—(ad-b-e) nul voor @ —=a,b,ec, waaruit 


volgt 
F (2) =(ad-bd-e)—a. 
Hieruit volgen, behalve (2), de nieuwe betrekkingen : 


b + c)? 


En nm EE 
beb Aon 
Di CED ane ne Te MAN 


Merkt men nu op, dat a? —(b—c)? =a? —(b Hc)? + 4be 
zoo volgt de in den aanvang genoemde formule uit (6), 
(8) en (3). 

Q. 


145. Betrekking bij een kegel. 


Als van een kegel V het volume is, en het ronde opper- 
vlak O, het totale oppervlak 0’ is, dan bestaat de betrekking: 
9x VV? =O (O0 —0) (20 — 0”). 

Q. Delahaye. Bull. Math. El. XV. 1910. 


146. Een koordenvierhoek. 

Als A, B, C collineair zijn en P een willekeurig punt is, 
dan zijn de middelpunten der omgeschreven cirkels der 
AA ABP, BCP, CAP met P concyclisch. 

Q. Horta. Mathesis. 1910. 


147. Een bijzondere driehoek. 


Als in, A ABC 3a =b+-e is, dan heeft hij de volgende 
eigenschappen: 
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I) I=ar, 

Oh Ai Vp waardoor de bekende betrekking 
Vjek Emel | at beed! 1 
rr Tr tr overgaat in: Eem ek ik 

3) Rr 

4) cos SE sind; LANDE Ct 


5) de lijn, die het middelpunt van den ingeschreven 
cirkel met het zwaartepunt vereenigt, staat loodrecht op BC. 
Q. Barisien. Bull. Math. El. XV 1910. 


148. De verdeeling van een plat vlak door lijnen. 


In hoeveel deelen, begrensd of onbegrensd, zullen 7 lijnen 
een plat vlak verdeelen ? 

Zijn er reeds n—l1 lijnen getrokken, dan wordt de nde 
lijn, die in het algemeen aan geen enkele lijn evenwijdig 
is of door het snijpunt van twee andere lijnen gaat, in » 
stukken verdeeld, waarvan de eerste en laatste onbegrensd 
zijn. Elk dezer stukken verdeelt het gedeelte van het 
vlak, waarin het ligt, nog eens in twee deelen, zoodat er 
nog eens ” deelen bijkomen. 

Men heeft nu: 


1 liĳn verdeelt het vlak in 2 deelen 

2 lijnen verdeelen „ Ne Wa len et 5 

3 ” ” be bh bh] 2 ze 2 =e 3 » 

4 ” Dj) » » » rn » 
zoodat men de reeks heeft: 2. 4. 7. 11. 16. ..... waarvan 
de nde term is 4(n? + n J- 2). 

Q. Laur. L'Education Math. XII. 1910, 


149. Eigenschappen van rechthoekige driehoeken. 


1) Als 4 de scherpe hoek is tusschen de medianen uit 
A en B (C=90°), dan heeft men 


go Ef cos A cos B= {sin ZA. 


2) De lijn, die de middelpunten der in- en omgeschreven 
cirkels verbindt; de lijn, die de voetpunten der deellijnen 


218 


der scherpe hoeken vereenigt en de hoogtelijn op de 
schuine zijde gaan door een punt. 
Bull. Math. El. XV. 1910. 


150. Betrekkingen in den driehoek. 


1) r(4RH-r) is het kwadraat van twee maal het opper- 
vlak van een driehoek welks zijden Wa, Vb, We zijn. 
| Barisien, Mathesis. 1909. 


2) Als van een driehoek de zijden a, 5, c zich verhou- 
den als de getallen 4, 5, 6, dan is C=?2 A. 
Q. Specht. Mathesis. 1910. 


151. Rekenkundige eigenschap. 


Er bestaat geen getal van vier cijfers dat gelijk is aan 
het product der getallen voorgesteld door het eerste en 
tweede en door het derde en vierde cijfer. 

Ware het getal 100x—J-y dan moest 100 # + y =ay of 

(100 — 4) a dy =0 
en hieraan kan niet voldaan worden daar y < 100 is. 
Q. Dagot. Bull. Math. El. XV 1910. 


152. Het metrieke stelsel in China. 


Tot de zaken, die het ontwakende China zich voorstelt 
te regelen, behoort ook een hervorming van zijne maten 
en gewichten. Grooter chaos dan de bestaande schijnt 
niet denkbaar, daarbij vergeleken is het Engelsche stelsel 
nog logisch te noemen. Toch is er ernstig sprake geweest 
om de nieuwe Chineesche maten bij de Britsche aan te. 
passen, maar gelukkig werd bij de wet van 29 Augustus 
1908 bepaald, dat de lengte-eenheid wezen zou de Chinee- 
sche voet of tchi, die juist geiijk zou wezen aan 32 centi- 
meter. Voor de onderdeelen of veelvouden van den tchi 
werd het tientallig stelsel aangenomen. 

De nieuwe standaardmaten zijn in het Pavillon de Bre- 
tueil vervaardigd, en daar onlangs door den president van 
het Bureau international des Poids et Mesures aan den 
Chineeschen gezant te Parijs overhandigd. 


Q. 
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153. Goniometrische identiteiten. 


De wiskundigen der achttiende eeuw hebben veel lief- 
hebberij gehad in het vinden van allerlei fraaie goniome- 
trische formules, die telkens weer in de tijdschriften als 
nieuwe vondsten worden aangeboden. Zoo bracht Mathe- 
sis, Jan. 1910 een oude bekende, ook van Mathesis zelve 
(zie zijn jaargang 1882 bl. 45). Hier volgen er eenigen; zij 
worden voorafgegaan door analoge algebraïsche identiteiten. 


1) (ad-b) (a—b)=a? —b? 
sin (a + b) sin (a — b) =sin? a— sin? b 
2) a(b—e)Hb(e—a) + ela—b)=0 
sin a sin (b — c) + sin b sin (ce — a) +sin c sin (a—b) = 0. 
ode be bea) te (abt lab Je)(4—b) 
(b— ce) (ce —a) =0 
sin? a sin (b — c) + sin3 b sin (e — a) + sin 2 esin (a —b) 
+ sin (a + b + ec) sin (a —b) sin (b — €) sin (ec — a) =O. 
4) Za(bd-e)?H2b(e da)? +2elatb)}? = 
—2a.2b.2e 2 (ab) (be) (e Ha) 
sin 2a sin?(b+-e)—- sin 2b sin?(e4a) + sin 2e sin? (ab) = 
— sin 2a sin 2b sin 2e + 2 sin (a + b) sin (b + c) sin (c+a) 
ON Oe Or (dee) (db) ta db — e=. 
sin (a — b) sin (e — d) + sin (a — c) sin (d — b) + 
—- sin (a — d) sin (b — c) =0. 
6) ab (a —b) + be (b — Ce) + ea (Ce — a) + 
+ (a —b)(b—e) (ce —a) =O. 
sin a sin b sin (a —b) + sin b sin c sin (b — Cc) + 
+ sin c sin a sin (ec — a) + sin (a — b) sin (b— c) sin (ce — a) =0. 
Oe Elte bars 20) rl Den) (brt 24) 
(ec — a)? (ec + a —2b) =0. 
sin? (a —b) sin (a + b — 2e) + sin? (b — C) sin (b + ec — 2a) + 
—- sin? (e— a) sin (e + a — 2b) = 0. 
8) as (b— e)3 Hb (e —a)? He? (a—b)? = 
— 3abc (a —b) (b—e) (ec —ad). 
sin? a sin? (b— c) + sin? b sin? (e —a) + sin? ce sin® (a —b) = 
dsin a sin b sin c sin (a — b) sin (b — c) sin (c — 4). 


Q. 


154. In het Journal de Y’Eecole Pol. XV, 2e série, 1910 komt 
een verhandeling voor van Maton de la Goupillière : Etude 
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Géometrique et Dynamique des Roulettes planes ou sphériques. ®) 

Het eerste deel bespreekt de rol-krommen met rechtlij- 
nige grondlijn, waarvan de algemeene vergelijking wordt 
gegeven met toepassing op een paar bijzondere gevallen. 
Kromming, inhoud, lengte, zwaartepunt worden bepaald. 
Daar sommige kromme lijnen in gewone coördinaten on- 
handelbare vergelijkingen zouden geven, zijn ook de in- 
trinsieke coördinaten gebruikt (waarbij de lengte van den 
boog van af een vast punt gerekend als functie is beschouwd 
van den hoek, welken de raaklijn met een vaste as maakt). 

Het omgekeerde vraagstuk: een kromme te bepalen, 
waarvan een punt een bepaalde lijn beschrijft wordt aan 
de hand van enkele voorbeelden besproken. 

Het tweede deel onderzoekt het verband van de snelheid 
van het bewegende punt en de snelheid van de beweging 
der rollende kromme. De overeenstemming der uitkomst 
van een der bijzondere gevallen met de formule voor den 
cycloidalen slinger leidt den schrijver tot een onderzoek 
van een isochrone epieycloïdale beweging. 

Daarna wordt nagegaan welke krachten noodig zijn om 
een bepaalde beweging te doen plaats hebben. 

Zoowel het kinematische als het dynamische onderzoek 
zijn voor het eerst door den schr. gedaan. 

Het derde gedeelte bespreekt rolkrommen met krom- 
lijnige grondlijn. De studie wordt daarbij ook uitgebreid 
over kromme lijnen op een bol. 


155. In het Journal de Ecole Polytechnique, 2e série (C. 
no. 13) geeft Haton de la Goupilliére : Application aux mou-= 
vements planétaire et cométaire de la recherche du centre 
de gravité et des axes principaux du temps de parcours. 

Dit staat in verband met andere verhandelingen, nl: 

le. Centre de gravité du temps de parcours (Annaes da 
Academia polytechnica do Porto, Tome 1, 1906). 

Er wordt ondersteld, dat een bewegend lichaam een 
spoor achterlaat door afscheiding van een stof, waarvan 
de hoeveelheid evenredig is met den tijd. Hoe grooter de 
snelheid is, des te minder dicht zal het spoor zijn. Van het 
materiëele spoor wordt het zwaartepunt gezocht. 


*) Men zie in boekbespreking het boek van Christman u. Baer. 
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Een uitbreiding van dit onderzoek wordt verkregen door 
de dichtheid van de doorloopen baan op andere wijze te 
kiezen, bijv. evenredig met den normalen druk, dien het 
bewegende lichaam uitoefent op de baan; enz. 

2e. Axes principaux du temps de parcours (Journal de 
de Mathém. pures et appliquées, 1908). 

Van de materieele baan worden de hoof dtraagheidsassen 
gezocht. 

Daarbij sluit zich nog aan: 

se. Potentiel du temps de parcours (Annales de la Société 
scientifique de Bruxelles, 1909). 


156. Geometrographie. 
(Vervolg van bladz. 187—140, jaargang 6). 


EEE 


1. Het Zeitschrift für Math. u. Naturw. Unt. 40 Jg. 10 
en 11 Heft, 1909, bevat bladz. 494: Beiträge zur Geometro- 
graphie, von K. Hagge in Kolsnap. Deze geeft een aantal 
nieuwe constructies voor eenvoudige vraagstukken, waar bij 
hij gebruik maakt van de werken van Lemoine (uit Seien- 
tia No. 18) en J. Reusch, Planimetrische Konstruktionen 
in geometrographischer Ausführung, 1904, Leipzig Teub- 
ner. Enkele der 9 opgaven volgen hier: 

le. Uit een punt A een raaklijn te trekken aan een cirkel 
met middelpunt O en 
straal r (fig. 1). Beschrijf 
een cirkel uit O met OA 
als straal, welke het ver- 
lengde van AO in A, 
snijdt. Beschrijf uit A, 
een cirkel met straal 2r, 
die cirkel OA in C, en 
C, snijdt, de lijnen AC, 
en AC, zijn de gevraagde 
raaklijnen. Met 
Sel Oerd echten : 

2 cirkels 
(S beteekent eenvoudig- 
heid; E nauwkeurigheid; 


Een 


zie bladz. 139, jg. 6) wordt de constructie van Lemoine 


overtroffen. 


2e. De gemeenschappeliĳjke raaklijnen aan twee cirkels te 


trekken. (fig. 2). 


2 1 : 
2 it 
, 2 1 
2 1 
2 k 
2 1 
+ 2 4 8 
4 8 E 1 


S.24: E,16; 4 rechten; 4 cirkels. 


Lemoine gebruikt 14 rechten en 19 cirkels; Moreau 6 


rechten en 6 cirkels, later 4 
rechten, 5 cirkels; Güntsche 
4 rechten, 4 cirkels alleen 
als de cirkels elkander snij- 
den. De vereenvoudiging 
door Hagge verkregen be- 
rust op het zoeken van het 
gelijkvormigheidspunt A. 
be. De meetkundige plaats 
der punten voor welke de 
som van de vierkanten der 
afstanden tot punten A en B 
constant (b°) is (fig. 3). 


EN en. f Ebel Ee er: 
Bite an G. DD: En Een! Aha raden 1 
BR Zi 2 Treat man 
GRAAD NE Ancon 9 
BBN etn. En le 1 
AEN ed re Ì 
2 isen 0 6 


S’.19: E.12; 1 rechte, 6 cirkels. 


4e. Den Apollonischen cirkel te construeeren op basis AB 
en voor de verhouding m ;n (fig. 4). 


ir A LO OA SE 
EADE E 5) 1 
A ee ted 1 1 
ORE Nen F 5, 1 
F (FB)... … N 2 1 
BROD eres. W 1 1 
NN nf Pike, 2 1 d 
EEND eer denis 5 g 2 fi 1 


2 1 12 6 
S.21; E.14; 1 rechte, 6 cirkels. 


2. Reeds vroeger gaf de heer H. geom. oplossingen voor 


bijzondere vraagstukken. 
In Z, f. Math. u. naturw. Unt. XXXIX, Heft 11/12, bladz. 
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580 behandelde hij de constructie der Malfattische cirkels. 
De bestaande constructie, die 24 rechte lijnen en 60 cir- 
kels vereischte, bracht hij terug tot 7 rechte lijnen en 17 
cirkels. 

In hetzelfde tijdschrift XXXVIII, Heft 5, bladz. 328 (1907) 
bespreekt hij het raakplobeem van Apollonius. Door Bo- 
denstedt was in Band XXXVIII, Heft 2 een constructie 
van Gérard gewijzigd gegeven, en geom. behandeld. De 
heer H. besprak die constructie, omdat ze in de mededee- 
ling van B. niet voldoende uit de bespreking te voorschijn 
trad (fig. 5). 


Fig. 5. 
Het uitwendige gelijkvormigheidspunt U van twee der 
cirkels (K,‚ en K,), die de gegeven cirkels A, B en C raken, 
is het machtpunt der gegeven cirkels, 
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Als de stralen a, b en ec dier cirkels met een bedrag h 
toenemen, dan worden de stralen r, en r, van K,‚ en K, 
met h verminderd. Het uitw. gelijkv. punt U’ van deze 
kleinere cirkels ligt evenals U op K‚K,, en is machtpunt 
der vergroote cirkels. 

Als men dus de punten U en U’ construeert, dan weet 
men de richting der centrale K‚K,. Men kan nu trachten 
de koorde SS, te vinden, die door de raakpunten gaat. 
In plaats daarvan kan men ook S,’S,’zoeken. Deze snijdt 
AU in N, zoodanig dat 

ABE RNS ASR dh 

Men kan dus N vinden, en dan NA’ trekken; daarna 
geven AS,’ en AS,’ bij verlenging de punten K,‚ en K,. 

De hulpeirkels a + h, bh, c—h 

ad-h, b—h, c+-h 

adh, b—h,e—kh 
geven drie paren andere rakende cirkels (in ’t geheel zijn 
er 8). 

Voor de constructie neme men h=— 2a, want dan ligt 
N met U ten opzichte van A symmetrisch, en de hulpcirkel 
À (a—?2a) valt met A (a) samen. 

Daaruit volgt dan de eenvoudige constructie: 

Verbindt het machtpunt der cirkels a,b en c met de 
machtpunten der groepen 

a, b—?2a, C— a 

a, b—?2a, c + 2a 

ds b—4-2a, cC— a 

a, b-2a, cJ- 2a 
dan verkrijgt men de centralen der gevraagde cirkels twee 
aan twee. Zoek het punt N, dat ten opzichte van A met 
een der machtpunten symmetrisch ligt, en verbindt dat 
met de machtpunten der hulpeirkels. 
Trek uit A de lijnen naar de punten waar de verbindings- 
lijnen de hulpeirkels snijden, dan verkrijgt men op de 
centralen de middelpunten der gevraagde cirkels. 

4, Eveneens in hetzelfde tijdschrift XXXVI, Heft 7,8, 
bladz. 498, behandelt H. de verdeeling in uiterste en mid- 
delste reden, waarbij de geom. constructie van Bodenstedt 
XXXV, Heft 415) ter sprake komt, 

Wiskundig Tijdschrift, 7e Jaargang. 15 
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5. Dit jaar (1911) is ook in hetzelfde tijdschrift LXIT, 
Heft 1 een rubriek geopend voor Geometrographie onder 
redactie van Hagge. Daarin wil men korte mededeelingen 
opnemen ten dienste van het onderwijs, of opgaven, waar- 
van een kortere oplossing dan de bestaande gewenscht 
wordt. *) 

De rubriek wordt geopend (bladz. 28) met een bespre- 
van H. over de verdeeling in uiterste en middelste reden 
(gulden snede); in Heft 3 volgt een bespreking over den 
regelmatigen vijfhoek. In beide Hefte volgen dan opgaven 
ter oplossing; in 3 nog een mededeeling, dat ook geometro- 
graphische oplossingen volgens het stelsel van Papperitz 
(Enzykl. d. math. Wiss. [II,, Heft 4) gaarne zullen wor- 
den opgenomen. 

In Heft 1 worden ook door Bodenstedt en Hagge geom. 
oplossingen gegeven van door anderen ingezonden opgaven. 

Over al deze zal in een volgenden jaargang van het 
W. T. worden gesproken. 

F. J. VAES. 


*) Inzendingen en vragen te richten aan den heer K. Hagge in Kolsnap, 
Nordschleswig. 


boekbespreking 


Annuaire pour lan 1911, publié par le bureau des longi- 
tudes, avec des notices scientifiques. Paris, Gauthier-Vil- 
lars, frs. 1.85. | 

Dit bekende jaarboekje bevat thans weder tabellen en 
opgaven betreffende astronomie, metrologie, munten, aard- 
rijkskunde, statistiek en metereologie. Evenals vroeger 
zijn weder een paar verhandelingen bijgevoegd: Note sur 
la XVIe conférence de l'Association géodésique internatio- 
nale, par M. H. Poincaré, 

L'eclipse de soleil du 17 Avril 1912, par M. G. Bigourdan, 

en bovendien nog 

Notice nécrologique sur M. Bouquet de la Grye, par M. 
H. Poincaré, en 

Discours prononcés par M.M. Poincaré et Baillaud aux 
funérailles de M. P, Gautier. 


P. APPELL et S. DAUTHEVILLE. - Précis de mécanique 
rationelle. Introduction à l'étude de la physique et de la 
mécanique appliquée à l'usage des candidats aux certificats 
de licence et des éléves des écoles techniques supérieures. 

Paris, Gauthier-Villars. 1910. 25 frs. 

De naam Appell is verbonden aan verschillende werken 
over werktuigkunde; die naam is een waarborg, dat men 
met een degelijk werk te doen heeft. 

De ongeveer 160 vraagstukken aan het eind van het 
boek, meerendeels opgegeven bij fransche examens geven 
gelegenheid tot oefening. 

Een uitgebreid hoofdstuk over vectoren gaat vooraf, 
Eveneens wordt de cinematica uitvoerig behandeld, eerst 
de beweging van een punt (waarbij de gedempte trilling), 
dan die van een lichaam. 

Een afzonderlijk hoodstuk bespreekt de grondbegrippen 
der mechanica. Het tweede gedeelte geeft de statica ; het 
derde de dynamica. Het probleem der n liehamen wordt 
even vermeld in verband met het planetenstelsel. De be- 
weging van een electrisch deeltje in een magnetisch veld 
wordt onderzocht met het oog op de theorie van kathoden- 
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stralen en de theorie van het noorderlicht. De beweging 
van den slinger wordt ook onderzocht in een weerstand- 
biedende middenstof, terwijl de eyecloïdeslinger wordt 
besproken en de spherische slinger. Een figuur is opge- 
nomen, waarin de verschillende vormen van een polhodie 
zijn geteekend. Aan virtueele arbeid is een hoofdstuk 
van 22 bladzijden gewijd; evenzoo zijn het beginsel van 
d'Alembert en de vergelijkingen van Lagrange (met de 
transformatie door Poinsot en Hamilton) uitvoerig behandeld. 

Ook is in een uitgebreid hoofdstuk de aantrekking onder- 
zocht (formule van Green, vergelijking van Poisson), ter- 
wijl daarna de hydrostatiea en hydrodynamica zeer vol- 
ledig worden besproken. 

Het boek bevat in beknopten vorm alles wat het Traité 
van Appell behandelt. 


DR. J. HORN. Einführung in die Theorie der partiellen 
Differentialgleichungen Sammlung Schubert LX. 

In aansluiting met de beide boeken over differentiaal- 
vergelijkingen uit de Sammlung Schubert, behandelt dit 
werk de partieele differentiaalvergelijkingen. Het geeft 
dus meer dan te vinden is in gewone werken over diffe- 
rentiaal- en integraalrekening, zonder daarom te veel te 
specieliseeren. De Fredholmsche integraalvergelijking, 
(Zie W. T., 6e jg, bladz. 71) is opgenomen. 

De schrijver onderstelt de beginselen der functieleer, de 
determinanten, en de theorie der gewone differentiaalver- 
gelijkingen bekend. 

Een kort hoofdstuk is gewijd aan de in de natuurkunde 
optredende partieele differentiaalvergelijkingen, nl. voor 
de voortplanting van warmte in een begrensd, in een 
onbegrensd lichaam, en in een niet-homogene staaf ; afkoe- 
ling van een bol; trillende snaar en trillend vlies; voor 
de voortplanting der electriciteit in draden (telegraaf- 
vergelijking). 


Dr. Louis Coururar. Internaciona Matematikal Lexiko 
(Jena, Gustav Fischer) 1910. M: 1.50. 

Een enkel maal is in het W. T. sprake geweest van het 
Esperanto. 

Sedert dien tijd heeft een fransche commissie wijzigin= 
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gen aangebracht in die taal, en heeft aan die gewijzigde 
taal den naam gegeven: „Linguo internaciona di la dele- 
gitaro” of wel „Ido”. Het is hier niet de plaats om na te 
gaan, of men het Esperanto onveranderd behoort te behou- 
den, dan wel of men beter doet het Ido aan te nemen ; 
maar wel kan er met nadruk op gewezen worden van hoe 
groot nut een internationale taal voor de wiskunde zou zijn. 
Menigmaal zou men een opstel in het italiaansch of een 
der -noorsche talen willen lezen, maar kan den tijd er niet 
voor nemen het met behulp van een woordenboek te ver- 
talen. Formules zijn uit den aard der zaak wel te begrij- 
pen, maar de mooiste wiskunde is zonder formules. Daar- 
om moet alles wat geschiedt, om een internationale taal 
ingang te doen vinden, sterk worden toegejuicht. 

Er wordt dikwijls beweerd, dat een taal niet kan worden 
gemaakt, maar moet groeien. 

Men kan daartegen opmerken, dat alle bestaande talen 

tijdens hun groei misvormd zijn, doordien niemand acht op 
den groei heeft geslagen. HEenige groote schrijvers schre- 
ven zooals het hun goeddacht, en latere taalgeleerden 
maakten taalregels naar aanleiding van hun willekeurig 
gekozen stijl en spelling. De taal (d. w. z. taalwendingen, 
zinsbouw en dergelijke) is gemaakt door enkelen, en na- 
gevolgd door velen. 
__ Wanneer iemand naar Indië moet, en daarom wat maleisch 
leert om zich behoorlijk verstaanbaar te maken, zou hij er 
dan werkelijk aan denken om een gegroeide taal te leeren 
met belletrie incluis, of zou het hem te doen zijn om een 
mondvol woorden, waarvan het ontstaan en de afleiding 
hem verder niets kunnen schelen? Op dergelijke wijze 
moet een internationale taal worden opgevat: als een een- 
voudig hulpmiddel om over zakelijke onderwerpen te 
kunnen correspondeeren en spreken met vreemdelingen, 
wier taal men niet kent. 

Voor wiskunde wordt dit thans vergemakkelijkt door 
het woordenboek voor wiskundige woorden, samengesteld 
door den bekenden wiskundige C., die zijn wetenschappe- 
lijke studiën terzijde heeft gesteld om al zijn krachten te 
wijden aan de verspreiding van een internationale taal. 

Slechts niet-samengestelde woorden zijn opgenomen. 
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Naast het woord in de internationale taal staat de uit- 
drukking in het duitsch, engelsch, fransch en italiaansch. 
Zeer dikwijls zal men overeenstemming vinden tusschen 
het woord in de hulptaal en dat in een of meer der andere 
talen. Dit is in overeenstemming met de opvatting, dat 
men bij het vormen van een woord moet nagaan, hoe het 
in de meeste talen wordt geschreven of uitgesproken, en 
in verband daarmede een keuze moet doen (het grondbe- 
ginsel van de grootst mogelijke internationaliteit). Voor 
woorden, die uit het latijn zijn afgeleid, vindt men dikwijls 
overeenstemmende woorden in alle talen, of wel is alleen 
het duitsch afwijkend. Uit het volgende willekeurig ge- 
kozen stukje is dit duidelijk te zien: 


sam-tempa, gleichzeitig, simulta- simultané, simultaneo 
neous 
satelita begleitend satellite satellite satellite 
seciono (Durch-)schnitt section section sezione 
segmento Abschnitt, 
Segment segment segment segmento 


nella direzione 
in cui rotano le 
lancette di un 


dans le sens 
des aiguilles 
d'une montre 


segun-horlojeim Uhrzeiger- 
sinne clock wise 


orologio 

sekanto Schneidende, 

Sekante secant sécante secante 
sekar (durch)-schnei- 

den to cut couper secare 
seko (Quer-)Schnitt cross-cut coupure sezione 
sektoro Ausschnitt, 

Sektor sector secteur settore 
semblanta _ scheinbar apparent apparent . apparente 


Om een woord over te brengen in de hulptaal, dat men 
kent in een der andere talen, kan men zoeken naar een 
woord, dat er in schrijfwijze of uitspraak mede overeen- 
komt. Vindt men het niet als woord in de hulptaal, dan 
zoeke men in een tweede woordenlijst, achter de eerste 
geplaatst, waarin door elkander in alphabetische volgorde 
duitsche, engelsche, fransche, en italiaansche woorden ge- 
plaatst zijn, welke niet in schrijf wijze overeenkomen met 
hun vertaling; daarnaast is die vertaling aangegeven. 

Ook zij, die geen belangstellen in de wereldtaal als zoo- 
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danig, kunnen het boek dus ook gebruiken voor het verta- 
len van bijv. italiaansche benamingen in het duitsch. Dit 
is een bijzonder voordeel, daar men gewoonlijk geen wis- 
kundige uitdrukkingen in gewone woordenboeken vindt. 


Dr. M. BOUBIER. Internaciona Biologial Lexiko en Ido, 
Germana, Angla, Franca, Italiana ed Hispana. Jena, Gustav 
Fischer, 1911. M. 1.50. 

Dit woordenboek is op dezelfde wijze ingericht als het 
hiervoor vermelde. Eerst is dus een alfabetische lijst ge- 
geven van woorden in de wereldtaal met het overeen- 
komstige woord in Duitsch, Engelsch, Fransch, Italiaansch 
en Spaansch. Daarna een lijst van woorden uit de laatst 
vermelde talen, welke niet in spelling overeenkomst ver- 
toonen met het woord in de wereldtaal. 

Er zijn alleen woorden uit de algemeene biologie opge- 
nomen, en dus niet alle woorden uit dierkunde en plant- 
kunde. 


G. MANNOURY. Methodologiese aantekeningen over het 
Dubbel Boekhouden. Haarlem, P. Visser Azn. 1910. f 1.25. 

Een bevoegd beoordeelaar, die zoowel in de praktijk als 
bij het onderwijs werkzaam is, deelt ons hieromtrent mede, 
dat het werk goed doordacht is, en antwoord geeft op vele 
vragen, die personen, welke in de praktijk werkzaam zijn, 
zich zelven somtijds stellen. 

Voor hen, die boekhouden beginnen te leeren is het boek 
niet geschikt; men zou kunnen zeggen: te abstract. 

Wie met boekhouden op de hoogte is, zal veel nut kun- 
nen hebben van het werk. 


DR. G. C. A. VALEWINK. Populaire Kometografie. Haar- 
lem, P. Visser Azn. 1910. f 0.75. 

Het boekje kan gelezen worden door wie een weinig 
kennis heeft van cosmographie, dus bijv. door leerlingen 
der be klasse eener H.B.S. Omtrent de (27) meest bekende 
regelmatig terugkeerende kometen, de le komeet van 1910 
en de komeet van Halley ingesloten, zijn mededeelingen 
gedaan, terwijl astronomische opgaven zijn gegeven van 
67 van zulke hemellichamen. Daaraan gaan eenige be- 
sprekingen vooraf betreffende vroegere meenigen omtrent 
het verband tusschen kometen en groote ongelukken. 
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Er wordt iets medegedeeld omtrent de wijze waarop de 
baan van een komeet bepaald wordt, over periodieke en 
niet-periodieke kometen, over storingen veroorzaakt door 
een planeet, over het opzoeken ervan, over de kans van 
botsing van de aarde met een komeet en de gevolgen 
er van. 


N. C. GROTENDORST. Beginselen der Differentiaal- en 
Integraalrekening. Derde, verbeterde druk. 

Breda, De Koninklijke Militaire Academie, 1910. 

Bij bespreking van andere boeken van denzelfden schrij- 
ver werd in het W. T, steeds melding gemaakt van de 
duidelijkheid waarmede zij geschreven waren. Dit kan 
thans weder geschieden. 

Het werk is een leerboek voor de leerlingen der Aca- 
demie, dus ook geschikt voor anderen, die de diff. en int. 
rekening moeten bestudeeren. Een aantal vraagstukken zijn 
uitgewerkt, terwijl ruim 800 opgaven ter oplossing tusschen 
den tekst zijn ingelascht, met vermelding der antwoorden. 

Door vet-druk is de aandacht gevestigd op bijzondere 
zaken. 

De figuren (houtsneden) zijn zeer zuiver afgedrukt. 

Van determinanten maakt de schrijver geen gebruik. 


WILLIAM GALLATLY, M. A. The modern geometry of 
the triangle, Lemoine and Brocards points. Angular and 
tripolar coordinates. Pedal and antipedal triangles. The 
medial triangle. Simson’sline. The orthopole. Orthogonal 
projection. London, Francis Hodgson, 1910, 2 s. 6 d. 

Er zijn stroomingen in de wiskunde. Wat vandaag „in 
de mode” is, wordt over tien jaar niet meer aangekeken. 
De meetkunde van den driehoek, die betrekkelijk kort ge- 
leden van alle kanten bekeken werd, is op het oogenblik 
„uit de mode”. Daarom behoeft men zich echter niet te 
laten afschrikken om kennis te nemen van werkjes er over; 
het is zeer goed denkbaar, dat ze over korter of langer 
tijd weder op den voorgrond treedt. 

In den titel van het Engelsche boekje (van 70 bladz. en 
80 figuren) is de inhoud reeds vermeld. Het punt van Lemoine 
(dat hier ook punt van Grebe genoemd wordt) wordt bepaald 
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door op de zijden van een driehoek vierkanten te beschrij- 
ven, de uiterste zijden van deze te verlengen, en elk der 
hoekpunten van den daardoor verkregen driehoek te ver- 
binden met het overeenkomstige van den gegeven drie- 
hoek. De verbindingslijnen gaan dan door K. Met behulp 
van dat punt worden eenige andere punten gevonden, die 
bijzondere eigenschappen hebben ; de cirkels van Apollonius 
en de lijn van Lemoine komen ter sprake. Van den hoek 
van Brocard worden een viertal betrekkingen vermeld. 

Een analytisch bewijs wordt door den schrijver gegeven 
van het theorema van Feuerbach (dat de negenpuntscirkel 
raakt aan de in- en omgeschreven cirkels), terwijl eenige 
eigenschappen, die daarmede in verband staan zijn over- 
genomen van den Britsch-Indisch Wiskundige Naraniengar. 
Dat de naam Neuberg eenige malen vermeld wordt, is 
van zelf sprekend. Het boekje is wel geschikt om zich 
spoedig op de hoogte te stellen van de meetkunde van 
den driehoek. 


HEINRICH KorrPe. Mathematische Modelle zum Selbstan- 
fertigen. Nordhausen, Jul. Koppe. 1910, 1.50 M. 

Op een 9-tal platen zijn in gekleurde lijnen figuren ge- 
drukt, die na uitknippen en omvouwen kunnen geven: 

le een drievlakshoek, 


2e, k met zijn pooldrievlakshoek, 
DE 5 E „ tegendrievlakshoek (ver- 
schuifbaar). 


4e een schematische globe, die voltooid kan worden met 
behulp van een klein stukje koperdraad, 

be een ellips als doorsnede van een cilinder, 

Gon E 5 anke Del 

Lens ee als doorsnede van een kegel. 

Voor aanschouwelijk onderwijs en tevens tot het opwek- 
ken van zelfwerkzaamheid zijn deze platen zeer geschikt. 

Men kan de modellen ook geheel gereed koopen (2,50 M), 
maar dan is een groot deel van den nuttigen invloed te 
loor gegaan. 


Ä. CHRISTMANN und DRr-ING. H. BAER. Grundzüge der 
Kinematik. Berlin, Julius Springer 1910. 4.80 Mark,geb. 5.80 M. 
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In de laatste helft der vorige eeuw verheugde de be- 
bewegingsleer zich in bijzondere belangstelling. De namen 
Reuleaux, Rittershaus, Burmester, Hartmann zijn voldoende 
ter herinnering. Daarop is vrij plotseling een terugval 
gevolgd, vermoedelijk omdat een goed inzicht een vrij 
groote wiskundige kennis vereischt, en in de praktijk 
menigeen meent, het zonder de bewegingsleer te kunnen 
stellen. Door het veldwinnen van machines met in hoofd- 
zaak draaiende bewegingen (zooals turbines) werd de kine- 
matika ook op den achtergrond gedrongen. 

Toch is het verkeerd, wanneer de ingenieur verzuimt 
zich toe te leggen op de studie van de bewegingsleer. 
Immers bij de groote snelheden, die tegenwoordig in ma- 
chines worden toegelaten, treden groote versnellingen op, 
dus groote massadrukkingen, welke niet mogen worden 
over het hoofd gezien. Zooals gewoonlijk vertrouwt menig 
constructeur op zijn gevoel, doch komt dan ook wel be- 
drogen uit. Op de versnelling is in dit boek grooter na- 
druk gelegd, dan in vroegere werken geschiedde. Bij 
kinematische figuren is duidelijkheid een eerste vereischte; 
door dunne en dikke lijnen, is zeer goed daar voor gezorgd. 

De begrippen snelheid en versnelling worden kort ver- 
meld; men mag onderstellen, dat wie de kinematika ter 
hand neemt, die begrippen reeds goed kent. Evenzoo is 
de indeeling der elementenparen slechts vermeld zonder 
nadere bespreking. 

Het oogenblikkelijk draaiingsmiddelpunt wordt op twee 
wijzen gevonden; de loodrechte snelheid vindt dadelijk 
toepassing bij de drijfstang. De behandeling van de stof 
is overwegend meetkundig, wat voor zulk een meetkundig 
onderwerp ook noodzakelijk is; boeken die de kinematika 
algebraïsch behandelen zijn gewoonlijk ongenietbaar. Er 
zijn dan echter vele teekeningen noodig, en het boek is 
hiervan ruim voorzien; alle zijn op flinke schaal. De 
voorbeelden zijn grootendeels ontleend aan in de praktijk 
voorkomende mechanismen. 8 

Een afzonderlijk hoofdstuk bespreekt de rechtleidingen, 
terwijl de versnelling onderzocht wordt bij rechte coulisse, 
gebogen coulisse, Collmann-beweging, nokken, rollende hef- 
boomen. 
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Een laatste afdeeling behandelt iets, dat feitelijk buiten 
de grenzen der kinematika valt, namelijk den versnellings- 
druk. De schrijvers hebben echter goed gedaan, dit hoof d- 
stuk uit de dynamica bij te voegen, daar het duidelijk het 
praktische nut der bewegingsleer doet uitkomen. 

Ook hier zijn praktische voorbeelden gekozen. 


DR. GERHARD KOWALEWSKI Einführung in die Analy- 
tische Geometrie. Mit 112 Figuren. Leipzig, von Veit & 
Comp. 1910. 10 Mark. 

Zooals men weet wordt op de duitsche scholen, die met 
onze H.B.S. gelijk staan, een gedeelte van de analytische 
meetkunde behandeld (meermalen is dit vermeld in mede- 
deelingen uit buitenlandsche tijdschriften). Daarop kan aan 
de Universiteiten worden voortgebouwd. Hoewel dus een 
‚ voor studenten geschreven boek feitelijk vlug over de 
beginselen zou kunnen heengaan, heeft de schrijver dit 
niet gedaan, maar heeft van het begin af opgebouwd: 
gerichte lijnen (schr. gebruikt niet het woord vector), be- 
paling van hoek, goniometrische functies, projectie, waarop 
volgt als tweede hoofdstuk: punteoördinaten ; als derde: 
meetkunde- op de rechte lijn (dubbelverhouding, involutie, 
enz.), en als vierde: punt en lijn van het vlak. Door deze 
opgave is de richting van het boek reeds aangegeven. Er 
kan worden opgemerkt, dat de schrijver blijkbaar gewoon 
is met leerlingen om te gaan; telkens wijst hij op kleinig- 
heden, waarover een beginner geneigd zou zijn, heen te 
loopen. Bovendien zijn hier en daar figuren bijgevoegd, 
waar door het plaatsen van + en — teekens duidelijk de 
gebieden zijn onderscheiden, waar een of andere functie 
positief of negatief is. 

De volgende hoofdstukken zijn getiteld: 

Die Punkte und Geraden der Ebene; Kurven in der 
Ebene; Kurven zweiter Ordnung und Kurven zweiter 
Klasse vom projektiven Standpunkt; Klassifikation der 
Kurven Zweiter Ordnung nach der Affinität und nach der 
Kongruenz; Einiges über Kreise; Punkte, Ebenen und Ge- 
raden des Raumes; Flächen zweiter Ordnung und Flächen 
zweiter Klasse. 

Bij de kromme lijnen in het platte vlak wordt de ellips 
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ook beschouwd als beschreven door een punt eener rechte 
lijn, die met zijn uiteinden langs de assen glijdt; verder 
worden de lemniscaat en de eycloïden beknopt besproken. 
In het hoofdstuk over cirkels worden eerst eigenschappen 
afgeleid van cirkels in een plat vlak, terwijl daarna die- 
zelfde eigenschappen op eenvoudiger wijze worden ge- 
vonden door het platte vlak door inversie uit een bol te 
verkrijgen. 

Van imaginairen maakt schr. een zeer spaarzaam ge- 
bruik; hij verwijst daaromtrent naar E. Study. 


A. G. GREENHILL and T. I. Dewar. Mathematical figu- 
res through the Stereoscope. f 4.30. 

Boymans’ Boekhandel te Rotterdam, die ook Langley’s 
Stereoscoopplaten voor Stereometrie invoerde, heeft thans 
ook bovengenoemde serie voorhanden. De naam Green- 
hill wijst dadelijk op iets bijzonders. De platen bevatten 
dan ook afbeeldingen van kettinglijnen op een bol (met 
5, 7, 9, 11, 13, 15, 19, 40, 4 en 6 slingers), op een kegel en 
op een paraboloïde, 4-, 6-, 3-, 8-, 5-, 10-voudige gyroscopische 
krommen (optredend bij de studie van de beweging van 
een tol of een gyroscoop); geodetische lijnen op een ellip- 
soïde, kettinglijn op een draaienden bol; zijnde kromme 
lijnen, waarbij elliptische integralen te pas komen. 

Wie bekend is met de moeielijkheid om goede stereos- 
coopplaten te maken van wiskundige figuren, zal de zuivere 
afwerking van deze platen met de samengestelde kromme 
lijnen naar waarde weten te schatten. De platen maken 
een fraaien en rustigen indruk. Zij werden vervaardigd 
door Dewar op drievoudige grootte; de plaats van een 
aantal punten moest telkens door berekening gevonden wor- 
den. Het noodlot wilde, dat de heer D. die bij een spoor- 
wegongeluk een oog verloren had, niet in staat was zijn 
eigen figuren stereoscopisch te zien, zooals Beethoven door 
zijn doofheid zijn eigen composities niet kon hooren. Een 
der stereoscoopplaten zal op groote schaal worden gebeiteld 
in zijn grafsteen. 


E. Fick. Anfangsgründe der analytischen Geometrie 
des 4-fach ausgedehnten Raumes. 


231 


Wissenschaftliche Beilage des Kgl. humanistisechen Gym- 
nasiums Neuberg a. D. fur das Studienjahr 1906/07, Zwei- 
ter Teil 1908/09. 

Neuburg a. D. Griessmayersche Buchdruckerei. *) 

De schrijver deelt mede, dat hij sedert zijn studietijd 
zich met de studie der 4e dimensie heeft beziggehouden, 
en zijn verhandeling reeds in hoofdtrekken gereed had, 
toen hem het werk van Schoute in de Sammlung Schubert (No. 
95) in handen kwam. Hij behandelt het vraagstuk zuiver 
analytisch, begint met het punt, klimt langzaam op tot 
samenstellingen van ruimten, bespreekt het duale verband 
in R,, richting, evenwijdige figuren en ruimten, loodrech- 
ten stand, afstand en projectie. Eerst dan komt het coör- 
dinatenstelsel en zijn veranderingen ter sprake. 


DR. GOTTLIEB HERTING. Von Strecke, Quadrat und 
Würfel zum bestimmten Integral. Programm zu dem 
Jahresberichte des K. hum. Gymnasiums bei St. Anna in 
Augsburg für die Schuljahre 1909/10 und 1910/11. 

Thans ook als boek in den handel gebracht door B. G, 
Teubner, Berlijn-Leipzig. 

Wie nog twijfelen mocht aan de mogelijkheid om de be- 
ginselen van de differentiaal- en integraalrekening aan 
leerlingen van H. B. S. of gymnasium te leeren, kan door 
dit werk van 135 bladzijden overtuigd worden. Zooals de 
titel aanduidt gaat de schrijver uit van het meten van een 
rechte lijn en behandelt alles wat daarmede in verband 
staat, nl. evenredigheid van lijnen, gelijkvormige driehoe- 
ken, het theorema van Pythagoras, de projectiestelling,de 
goniometrische functien (met uitzondering van secans en 
cosecans), den sinus- en den cosinusregel, den cirkelomtrek. 
Daarna meet en berekent hij vlakke figuren : rechthoek, 
parallelogram, driehoek, trapezium. 

Hierbij wordt reeds gebruik gemaakt van de verdeeling 
in strooken, die later ook bij het bepalen van integralen 
dienen. Voor den driehoek wordt het oppervlak ook be- 
paald met behulp van oneindig kleinen. 

Het oppervlak van een door een parabooltak begrensde 
figuur wordt gevonden met behulp van een reeks van 


1) Zie W, T, Gen jg. bladz. 257, 
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hoogere orde; het oppervlak van een cirkel uit den om- 
trek, en dat van een ellips uit den cirkel. De berekening 
van de eleetrische potentiaal geschiedt met behulp van 
een middelevenredige. Het meten en berekenen van op- 
pervlakken en inhouden van lichamen wordt toegepast 
op het rechte prisma, den rechten cilinder, cilinderhoef, 
scheeve prisma (door verdeeling in oneindig kleine prisma's), 
scheeven cilinder, piramide (door verdeeling in oneindig 
kleine prisma's), kegel, den bol en zijn onderdeelen (door 
verdeeling in piramiden), tore, ellipsoide. Door al het 
voorgaande is het begrip „bepaalde integraal” voldoende 


voorbereid; de schrijver leidt de integraal van «* dx af 
voor #=0, 1, 2, 3, 4 en besluit daaruit, dat ze ook geldt 
voor een willekeurige waarde van „. Het is een zwak 
punt, dat nu gezegd wordt, dat de uitkomst ook doorgaat 
voor gebroken en negatieve waarden van #: „Wir werden 
aber gelegentlich der Lösung einzelner Aufgaben indirekt 
bestätigen, dass diese Angabe richtig ist”. 

Het is zeer te betreuren, dat de schrijver deze leemte 
gelaten heeft; ze is met weinig moeite te overbruggen. 

Als toepassingen worden gegeven: nog eens het opper- 
vlak van een door een parabool begrensde figuur, den 
inhoud van een piramide, kegel, bol, omwentelingsellipsoïde, 
paraboloïde en hyperboloïde, nog eens de potentiaal. 

Daarna worden de integralen van cos pdw en sin do afge- 
leid, die toepassing vinden bij de berekening van cirkel- 
oppervlak, ellipsoppervlak, inhoud van een kloostergewelf 
en van een kruisgewelf. 

Meervoudige integralen worden gebruikt voor nieuwe 
berekening van ecirkeloppervlak, inhoud van een recht- 
hoekig viervlak, van een bol. 

Áls toepassingen van enkelvoudige integralen: zwaar- 
tepuntsbepaling, druk op den wand van een vat, maagden- 
burger halve bollen, traagheidsmomenten. 

Het doel van den schrijver was, dat men met betrek- 
kelijk weinig kennis van de meetkunde, zooals ze nog 
steeds gegeven wordt, spoedig kan komen tot de drie 
integralen, met behulp waarvan men een aantal vraag- 
stukken uit natuurkunde, enz. kan oplossen. Aan de figu- 
ren is veel zorg besteed, | | 
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Dr. FE, GOMES TEIXEIRA. Obras sobre Mathematica 
Publieadas por ordem do Governo Português. 

Behalve de vertaling in het Fransch van het Traité des 
courbes (Zie W. T. ben en ben jg., 101 en 68) heeft de Portu- 
geesche regeering de andere werken van Gomes Teixeira 
doen vereenigen in drie quarto deelen van 398, 420 en 
965 bladzijden. Zij bevatten verhandelingen over hoogere 
algebra, analyse, (enkele over mechanica) in het Fransch, 
Portugeesch of Spaansch (een enkele in het Engelsch). 

Het derde deel omvat een cursus over differentiaal- en 
integraalrekening (bekroond door de Academie te Lissabon). 


H. Bovuasse. Cours de mécanique rationelle et expCri- 
mentale. Spécialement écrit pour les physiciens et les 
ingénieurs, conforme au programme du certificat de 
mécanique rationnelle. 

Paris, Ch. Delagrave. 1910. 

De opvatting van den schrijver omtrent de mechanica 
is Zoo gezond, dat men het boek in handen moet wenschen 
van allen, die mechanica moeten bestudeeren, of reeds 
bestudeerd hebben. Het zou de moeite loonen, de geheele 
voorrede over te schrijven, waarin de schrijver duidelijk 
zijn meening zegt over het onderwijs in de mechanica in 
Frankrijk. Ziehier enkele gedeelten: 

„Het is een boek voor hooger onderwijs, elementair ge- 
houden. 

„De wiskundige van beroep let niet op de toepassingen, 
en van bijzondere gevallen schrikt hij terug. Een werk- 
tuigkundig vraagstuk wordt in zijn handen onmiddellijk 
een onderwerp van wiskundige beschouwingen. Ik be- 
wonder, dat de candidaten voor de Agrégation de mathé- 
matiques de merkwaardigste raadsels oplossen, die men aan 
hunne wijsheid ter oplossing voorlegt. Gewoonlijk beweegt 
een gyroscoop over een hyperboloïde, welke over een tore 
glijdt, die moet draaien en voortbewegen over een schroef- 
oppervlak, ....; de opgave beslaat een bladzijde groot 
formaat. Die jongelieden lossen het vraagstuk op in zeven 
uren, als een kinderspel. Ik weet echter niet, of ze voor 
een toestel van Atwood niet verbluft zouden staan.” 

„Als de ingenieurs overeenkwamen zich zelven te blijven 
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en in hun boeken slechts te spreken over de zaken, waar- 
van zij nut hebben, dan zouden ze uitnemende boeken 
schrijven, waarvan de kortheid zeker niet de minste ver- 
dienste zou zijn. Maar omdat hun opvatting door hun op- 
voeding in verkeerde richting is geleid, doordien zij hun 
leeraren hebben zien bewonderen wegens het bedelven 
van de eenvoudigste zaken onder een opeenhooping van 
theorema’s, denken zij dat dit het hoofddoel ís.” 

„Zij breiden werken uit tot een omvang van vijfhonderd 
bladzijden, die uitmuntend zouden zijn als ze slechts 50 
bladzijden groot waren. Overigens lezen ze weinig, en 
kennen de geschiedenis niet, zoodat ze opnieuw Amerika 
ontdekken en hun ontdekking door kinderlijke theorema’s 
willen bewijzen.” 

„Die boeken zoogenaamd voor toegepaste wetenschap, 
maar zich aanmatigend zuivere wetenschap te geven, zijn 
een geesel voor het onderwijs. Zij zijn ... voor 95 ®/, 
gevuld met onnutte zaken ... ” 

„Sedert eenige jaren is het mode geworden zich aan de 
industrie te wijden zooals men zich ten tijde van Rousseau 
wijdde aan het buitenleven; en men ziet de meest abstracte 
theoretici het buis van den werkmeester aantrekken (in 
figuurlijken zin) en zieh moeite geven hun kennis onder het 
bereik der menigte te brengen”. Dit geeft een vermake- 
lijken indruk. Hun opmerkingen zouden de werklieden 
doen lachen, als deze ze bij ongeluk konden lezen.” 

„De mechanica is een experimenteele wetenschap, die 
men leeren moet door proefnemingen in een laboratorium”. 

„Dat de wiskundigen er genoegen in vinden om een 
mechanica te maken op anderen grondslag, daarin zie ik 
geen bezwaar. Als zij zich daarom maar niet inbeelden 
philosophen te zijn. Het is een vorm temeer, anders niet. 
En van zulke vormen bezitten wij honderden”. 

„Het hooger onderwijs in mechanica bestaat uit rond zich 
te zien, en zijn leerlingen uit te leggen wat men gezien 
heeft, en wat zij moeten zien. Geen enkel onderdeel der 
natuurkunde staat ons zoo nabij, en heeft toepassingen die 
zóó alledaagsch zijn en zóó onder onze dagelijksche waar- 
neming vallen”, 

„Elken dag kunnen we den invloed van de wrijving 
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waarnemen : dat onze stoel niet onder ons wegschuift, dat 
de schilderijen blijven hangen, dat de klok en het slot ge- 
smeerd moeten worden, dat de briefbezwaarder het papier 
onder zich houdt”. „De meest alledaagsche bewegingen 
(tol, billard, bal, rijwiel) zijn niet de gemakkelijkste, noch 
de minst belangrijke”, 

De schrijver begint dus met het zwaartepunt (dat hij 
liever centre de inertie noemt dan centre de gravité) en 
traagheidsmoment; behandelt de vectoren (waarbij hij de 
woorden kracht en koppel gebruikt zonder daaraan nog de 
beteekenis toe te kennen, die ze in de mechanica hebben; 
duidelijke figuren geeft van de centrale as; de krachtstroom 
behandelt; harmonische functies bespreekt — Besselsche 
en bolfuncties —); geeft in „bewegingsleer” de kinematika 
van het punt, van een lichaam, de relatieve beweging ; 
behandelt de mechanismen: wrijvingsrollen, tandprofielen, 
nokken, epicycloïdale raderwerken, excentrieken, stangen 
vierhoeken, coulissen, Hooksche koppeling, wrijvingskop- 
pelingen, palraderen. 


In de statica komen ter sprake de bifilaire ophanging, 
drijfstang en kruk, de balans, de stangenveelhoeken der 
graphostatica, geodetische lijnen, kettinglijn, elastische lijn. 

De wrijving geeft aanleiding tot bespreken van dage- 
lijksche waarneembare gevallen, remmen, vang van Prony, 
stramheid en wrijving van koorden, riemen. Daarmede 
zijn nog slechts een 280 bladzijden van de 660 gevuld. 
Omtrent het overige worde volstaan met de vermelding 
van enkele onderwerpen: 


eycloïdale slinger, aantrekking van een bol, vorm van 
de aarde, raccordeerende kromme lijnen, trillingen, ele- 
menten en storingen van een planetenbaan, vliegwiel, 
regulateurs, slinger, torsieslinger, gedempte trillingen, 
theorie van den hamer, ballistische slinger, echappemen- 
ten, kegelslinger, sismographen, resonantie, gyroscopische 
krachten, trilling van electronen, beweging van een lichaam 
om een vaste as, gyroscopen, billardbal, tol, hoepel, rij wiel 
planetenstelsel, terwijl een laatste hoofdstuk aanwijzigin- 
gen geeft voor het practisch werken. Een tabel van ellip- 
tische integralen, en van de Legendre’sche veeltermen 

Wiskundig Tijdschrift, 7e Jaargang. 16 
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besluit het boek, waarvan de lezing niet genoeg kan 
worden aanbevolen. 


DR. GAETANO FAZZARI. Elementí di Aritmetiea con note 
storiche e numerose questioni varie per le scuole medie 
superiori. Parte Prima, Numeri interi, operazioni, divisibi- 
lità, numeri primi. Seconda edizione (Biblioteca Scolastica) 
Palermo. Lebreria int.le A. Reber, 1911. Lire 1,40. 


Dit italiaansche boekje voor rekenkunde op scholen, 
gelijkstaande met onze H. B. 5. en gymnasia, geeft telkens 
een beknopte bespreking van een of ander onderwerp, en 
laat daar dan met kleine letter een verklaring van 
woorden en een gedeelte geschiedenis op volgen. 

De volgorde der onderwerpen is een andere dan in 
hollandsche boeken: na vermelding wat onder geheel ge- 
tal verstaan wordt, volgen de hoofdstukken: gelijkheid en 
ongelijkheid, optellen, vermenigvuldigen, machtverheffen, 
tiendeelig stelsel. Eerst dan komen: aftrekken en deelen, 
waarna de beide omgekeerden van de machtsverheffing 
genoemd worden. Een hoofdstuk over het uitvoeren van 
berekeningen noemt ook de rekenwijze der oude Indiërs, 
en de daarvan afgeleide staafjes van Neper. Van andere 
talstelsels is een enkel woord gezegd. 

Het tweede gedeelte behandelt deelbaarheid, de proef 
van een berekening, G. G. D. en K. G. V., priemgetallen 
(met een kleine tabel der priemgetallen beneden 2000). 
Daarop volgen ruim 200 vraagstukken van verschillenden 
aard; eenige behandelen bijzondere eigenschappen van 
sommige getallen; een paar hebben betrekking op „vol- 
maakte getallen” en op „vriendschapsgetallen”, terwijl het 
boekje besluit met vraagstukken : denk een getal, enz. en 
met een paar sofismen: bewijs dat 1 =?2, dat alle getallen 
even groot zijn). 


H. VuiBerr. Problêmes de Baccalauréat (Mathématiques) 
à l'usage des élêves de seconde et première C et D, de 
mathématiques A et B, et des candidats au baccalauréat 
(séries scientifiques) Dme Ed. 

Paris, Vuibert et Nony. 5 frs. 
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Dit is het eerste deel van „Les problèmes de baccalau- 
réat. (Het tweede deel, bewerkt door E. Bouant behandelt 
de opgaven voor natuur- en scheikunde). Het bevat op- 
gaven van examens aan verschillende scholen; die opga- 
ven zijn gelijkwaardig met opgaven van toelatingsexamens 
tot de school van St-Cyr, de zeevaartschool, en het land- 
bouwinstituut. Men kan ze dus eenigszins vergelijken met 
de eindexamenopgaven der H. B. S. en gymnasia, en de 
opgaven voor K,‚, hoewel er geen volkomen overeenstem- 
ming is. Er zijn vraagstukken onder, die men ten onzent 
bij een mondeling examen aan zwakke leerlingen zou op- 
geven, maar ook andere, die iets verder gaan dan ons 
onderwijs (maximum en minimum, kegelsneden). 

De werktuigkunde opgaven gaan niet zoo ver als die 
van het H. B. S. eindexamen. 

Van de meeste opgaven zijn de oplossingen gegeven, 
in de tweede afdeeling van het boek, van sommige is 
alleen het antwoord vermeld of is de weg aangewezen 
om dit te vinden. 

Daarbij zijn een aantalfiguren gevoegd; de beschrijvende 
meetkunde opgaven zijn volledig geteekend. 

Voor personen, die op eigen studie zijn aangewezen, is 
de verzameling als herhalingsboek bruikbaar. 


T. CHorLerT et P, MINEUR. Traité de Géométrie des- 
criptive. 

Première partie à l'usage des élèves de première C et 
D. 7me édition 1910. 

Deuxième partie à l'usage des élèves de mathématiques 
A et B, et des candidats aux Ecoles- (Navale, Saint-Cyr, 
Institut agronomique, etc.) 4me édition 1909. 

Baris vuibert.et.Nony.frs, 3.50 en frs. 3. 

Dit werk is op andere wijze ingericht dan onze holland- 
sche boeken. Het begint nl. met de projecties op één 
vlak, en bijgeschreven hoogten (gecoteerd), zooals ze in de 
topographie te pas komen. Eerst daarna worden twee 
projectievlakken gebruikt; van tijd tot tijd wordt het ver- 
band gezocht van de beschrijvende meetkunde figuur met 
de gecoteerde, Een vlak wordt niet dadelijk bepaald door 
zijn doorgangen, maar door twee lijnen ; daarmede worden 
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alle voorkomende vragen opgelost, terwijl later de door- 

gangen worden aangegeven en gebruikt. Het gevolg is, 
dat men een aantal constructies aantreft, die men in hol- 
landsche boeken niet vindt, of die er slechts terloops in 
vermeld zijn. 

Het derde projectievlak, dat loodrecht op V en H staat 
is niet gebruikt; meer algemeen wordt een derde vlak 
gebruikt loodrecht op H, en verder naar den aard van het 
vraagstuk eischt. Over het geheel is veel waarde gehecht 
aan algemeene constructies ; verscheidene daarvan zijn zeer 
leerzaam. De geprojecteerde en doorsneden lichamen zijn 
piramiden, prisma’s en kuben. 

Het eerste deel bevat als aanhangsel: le. een uittreksel 
van een rede van Arago over Monge (den grondlegger der 
beschrijvende meetkunde); 2e eigenschappen van de bissec- 
tricevlakken van het le en 2e kwadrant; 3e opgaven be- 
treffende lijnen, die de as van projectie loodrecht kruisen, 
en vlakken evenwijdig aan die as. Het tweede deel be- 
gint met het neerslaan van een vlak op een ander vlak, 
waarop de verandering van horizontaal vlak volgt. Een 
afdeeling is gewijd aan draaiïïng. Daarna komen toepas- 
singen van draaiïng en veranderen van projectievlak. 

De projectie van een cirkel gaat vooraf aan de studie 
van den bol, kegel en cilinder. De kegelsneden worden 
afzonderlijk onderzocht. De schaduwbepaling is over drie 
plaatsen van het boek verdeeld. Als laatste hoofdstuk 
wordt de topographie en het lezen van kaarten behandeld; 
daarbij is een gedeelte gevoegd van een topographische 
kaart van Parijs. Na alle hoofdstukken zijn een aantal 
vraagstukken opgegeven. ô 


G. LEMAIRE. Méthodes de résolution et de discussion 
des problémes de géométrie. Paris, Vuibert et Nony, 
me éd. 1908. 


Onwillekeurig denkt men aan het boek van Petersen 
over hetzelfde onderwerp (duitsch van Dr. R. von Fischer- 
Benzon, hollandsch van D. B. Wisselink), en uit den aard 
der zaak moet er overeenstemming bestaan. Er is echter 
ook wel degelijk verschil. Dit boek bevat meer figuren 
dan P., en behandelt bovendien ruimtefiguren, welke bij 
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P. in het geheel niet voorkomen. De voorbeelden zijn in 
het algemeen andere dan bij P. Wie dus P. bezit, kan van 
L. toch nog nut hebben. 

De volgorde der hoofdstukken is: 

Meetkundige plaatsen. 

Bepaling van een punt als snijpunt van meetkundige 
plaatsen. 

Bepaling van een rechte lijn. 

Evenwijdige verplaatsing. 

Draaiïng (ook in de ruimte). 

Symetrie (omkeering van een constructie). 

Gelijkvormigheid. 

Homothétie. 

Inversie. 

Vormverandering en verdeeling van figuren. 

Na elk hoofdstuk is een aantal vraagstukken ter oplos- 
sing bijgevoegd, terwijl aan het eind nog gemengde vraag- 
stukken zijn opgegeven (alles samen ongeveer 400). Voor 
studeerenden, zoowel als voor leeraren is het een leerzaam 
werk. 


Tr. CARONNET. Problèmes de mécanique à l'usage des 
élèves des classes de mathématiques A et B et des candi- 
dats au baccalauréat et aux écoles du gouvernement. 2me 
édition, mise en harmonie avec les nouveaux programmes. 
Paris, Vuibert et Nony. 

De vraagstukken komen overeen met die van de H. B. S. 
Alleen wordt voor de berekening van de snelheid, enz. 


Oi id, enz. genomen in plaats van verkapte differentiaal- 


rekening. Aan het begin van elk hoofdstuk is de theorie 
beknopt aangegeven, dan volgen een aantal opgeloste 
vraagstukken, en daarna opgaven ter oplossing. Daar er 
hiervan 352 aanwezig zijn, is er voldoende voorraad ter 
oefening. Vanzelf spreekt, dat er vraagstukken zijn, die 
ook in onze verzamelingen voorkomen. Daar echter de 
werktuigkunde door den invloed van de bij de eindexamens 
opgegeven vraagstukken, zich in bepaalde richtingen be- 
weegt, en in Frankrijk de examens eveneens invloed uit- 
oefenen, is er wel verschil ontstaan. 
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Kennisname van wat in andere landen geëischt wordt, 
is zeker aan te bevelen; de verzameling van Caronnet is 
door zijn gedeeltelijke overeenkomst met onze verzame- 
lingen daartoe wel aangewezen. 


E. FABRYy. Traité de Mathématiques générales à l'usage 
des chimistes, physiciens, ingénieurs et des élêves des 
facultés des sciences. Avec une préface de Gaston Dar- 
boux. Deuxième édition, revue et augmentée. Paris, A. 
Hermann et fils, 1911. 9 frs. 


„De groote omvang, die de wiskunde heeft aangenomen, 
schrikt velen af‚ welke ze niet om haarzelf bestudeeren, 
maar ze als hulpwetenschap noodig hebben. Met het oog 
op zulke studeerenden is het boek samengesteld. Er moest 
met zorg worden gekozen, want aan de gestrengheid der 
bewijzen mag niet worden getornd, terwijl toch alles op 
de meest eenvoudige wijze moet worden behandeld. Im 
450 bladzijden is de schrijver geslaagd een behoorlijk over- 
zicht te geven van af de gronden der hoogere algebra tot 
aan de partiëele differentiaal-vergelijkingen. Dus worden 
onmeetbare getallen gedefinieerd, over limieten en continui- 
teit gesproken, het binomium behandeld, de meest gebruikte 
eigenschappen van determinanten besproken, convergen- 
tie van reeksen onderzocht, en een hoofdstuk gewijd aan 
e en logarithmen. 

Afgeleiden van de meest voorkomende functies worden 
op eenvoudige wijze bepaald. Eenige toepassingen worden 
gegeven; functies worden in een reeks ontwikkeld. Dan 
volgt een enkel hoofdstuk over functies van meer dan 
één veranderlijke, één over imaginaire getallen, drie over 
algebraïsche vergelijkingen; daarbij zijn figuren niet bui- 
tengesloten. Met een hoofdstuk over splitsing van breuken 
en eliminatie, en een over interpolatie, waarbij de methode 
der kleinste kwadraten even genoemd wordt, besluit het 
eerste gedeelte. 

Het tweede gedeelte behandelt de analytische meetkunde 
waarbij gebruik wordt gemaakt van afgeleiden. 

De kromme lijnen van den tweeden graad worden be- 
knopt behandeld; polaire coördinaten worden toegepast bij 
spiraal, limagon, lemniscaat en ellips, unicursale kromme 
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lijnen worden even vermeld, evenals omhullenden en 
ontwondenen. - 

De analytische meetkunde in de ruimte geeft ook de 
hoofdzaken weer. 

Als derde gedeelte volgt de analyse, beginnend met 
een bespreking over differentialen, waarna bepaalde inte- 
gralen en onbepaalde volgen. Slechts de meest voorko- 
mende functies worden geintegreerd. Bij de toepassingen 
wordt de formule van Simpson gevonden, terwijl ook func- 
ties worden vermeld, die geen afgeleide hebben. Dubbele 
en drievoudige integralen treden op bij de berekening van 
oppervlakken en volumina; integratie langs een kromme 
lijn, de formules van Stokes en van Green worden besproken. 

Van differentiaalvergelijkingen worden de hoofdzaken 
vermeld; ook partiëele vergelijkingen worden beknopt 
besproken. 

Het vierde gedeelte behandelt de mechanica. Deze 
wordt in 76 bladzijden met behulp van afgeleiden 
doorgewerkt. 

Na elk hoofdstuk worden eenige vraagstukken ter op- 
lossing gegeven. 


VRAAGSTUKKEN, 


Oplossingen kunnen worden ingezonden aan den Hoofdredac- 
teur voor 25 Sept. 1911. Nieuwe opgaven, vergezeld van de 
oplossingen, worden gaarne ingewacht. 

Verzoeke het papier slechts aan één kant te beschrijven, en 
voor elke oplossing, en elke nieuwe opgave een afzonderlijk vel 
papier te nemen. 

Inzenders van nieuwe opgaven zouden de redactie veel moeite 
besparen door: 

le onder elke opgave hun naam en woonplaats te schrijven 
dan een ruimte van 6 of 8 cM. open te laten ; 
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2e daarna hun oplossing te laten volgen met opschrift ; op- 
MOER MORTON DS 

3e boven de oplossing te schrijven : (Met . .. fig.) als dit het 
geval is, en de figuren op een afzonderlijk blad bij te voegen, 
el voorzien van naam en volgnummer. 

Inzenders van oplossingen zouden eveneens de redactie tege- 
moet komen door te handelen volgens Ze en Se 


326. Er zijn twee ellipsoïdes; te bewijzen, dat er voor 
ieder oppervlak een stel toegevoegde middellijnen aan te 
wijzen is zóó dat die middellijnen 2 aan 2 evenwijdig zijn. 
Men vraagt a) dit te bewijzen, 6) dit te generaliseeren. 

s-Hertogenbosch. C.A CIEDI 

(t Komt den inzender van dit vraagstuk onwaarschijnlijk 
voor dat deze eigenschap niet bekend is. Is dit zoo, dan 
leidt het stellen er van toch tot nieuwe bewijzen). 


327. Als de diagonalen van een koordenvierhoek ABCD 
elkander in Q snijden, en een willekeurige rechte door Q, 
snijdt de zijden AB en CD in P en R,‚ BC en DA in P’ en 
R’, en den cirkel in E en PF, dan is 

EBER See ERO 
PE \ RET PE SRE GE 
Kampen. J. V. D. GRIEND JB. 


328. Als het snijpunt der diagonalen van een in een 
kegelsnede beschreven vierhoek een vast punt is, en een 
zijde draait om een ander vast punt, dan draait ook de 
overstaande zijde om een vast punt. 

J. Vv. D. GRIEND JR. 


329. Gegeven een begrensde rechte AB met de punten 
C, D en E op deze rechte of haar verlengde. Gevraagd 
het punt X op deze rechte zoo te construeeren, dat men 
heeft 


D et AC. D AX_AC, AD, AB, 
CD PD B B? XB CB ADB NB 
AX SRAG ADS AX AOS 

©) KB OB DB “EB: © (5 GB XDB: 


J. Vv. D. GRIEND JR. 
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850. Door het midden M van de zijde AB van A ABC 
trekt men een rechte loodrecht op de bissectrice uit C, 
die die bissectrice in D snijdt, en projecteert A en B op 
MD in E en F. Bewijs, dat A CMD = A MEA = A MFB is. 

J. V. D. GRIEND JR. 


931. In een vierhoek, waarin de overstaande hoeken B 
en D gelijk zijn, en de overstaande zijden AB en CD elkaar 
in P, AD en BC elkander in Q, snijden, is 

AC? =AB.AP—PC.CD=AD. AQ —QC.CB. 
J. Vv. D. GRIEND JR. 


932. De parabolische cilinder «? =2y 2 snijdt den 
cirkelcilinder #? +2? =4 volgens een ruimtekromme. Men 
vraagt aan te toonen, dat de kegel, gevormd door uit den 
oorsprong lijnen evenwijdig aan de binormalen van deze 
ruimtekromme te trekken, door een vlak evenwijdig aan 
het ez vlak gesneden wordt volgens een asteroïde. 

Breda. W. N. LE HEUX. 


999. Gevraagd de. vergelijking van de projectie der 
ruimtekromme 24° +2—1l=0, 2? —4y? +4yt=0 op een 
vlak loodrecht op het osculatievlak in het punt 0, 0,1 als 
nieuw projectievlak. W. N. Le HEUx. 


934. Een pseudo-vierkant (d. w. z. een vierhoek, waar- 
van de diagonalen loodrecht op elkander staan) te constru- 
eeren, als men het hoekpunt D kent, en de projecties P, 
Q en R van het snijpunt O der diagonalen op de zijden 
AB, BC, CD. 

Charleroi, Belgie. DRS SROSR: 


555. De normaal in een punt M van een vlakke kromme 
snijdt de as OX in een punt N, en de loodlijn in O op OM 
snijdt de raaklijn in M aan die kromme in een punt h. 
Voor welke kromme lijn is MN == RM? 

DR. J. ROSE. 


536. Een driehoek ABC te construeeren, als men den 
pool D kent van zijde BC ten opzichte van den omgeschre- 
ven cirkel, en zijn projecties P en Q op de zijden AB en AC. 

Dr. J. ROSE, 


250 


851. Indien wp, en wp, twee hoeken beneden 180° zijn, 
verbonden door de betrekking 
a cotg po, + beotg op, =C, 
vraagt men, wanneer 
sa een minimum is. 
sin ps Sin ps 
Bokstel. H. G. A. VERKAART. 


338. Hoe verandert de waarde van een determinant, 
als men alle kolommen (rijen) vervangt door de som der 


andere ? H. G. A. VERKAART. 
De. Ee op te lossen uit: 
% 
on) ref AYE nes A DE an 
2y(E) + (55) BRAM 
Utrecht. Dr. L. U. H. C. WERNDLY. 


340. Gegeven een cirkelbundel en een punt P. Men be- 
paalt de poollijn van P t. o. z. van alle cirkels van dien 
bundel, en bepaalt tevens het snijpunt S van elke poollijn 
met de lijn, welke P met het middelpunt van den daarbij 
behoorenden cirkel verbindt. 

Bepaal de meetk. pl. van die snijpunten. Hoe moet P 
zich bewegen, opdat die meetk. pl. dezelfde blijve ? 

Men vraagt een meetkundige oplossing, 

Zoeterwoude. J. A. WERTENBROEK. 


\raag en Antwoord. 


Antwoord op Vraag 41. De vraag betreft de oplossing 
van het volgende vraagstuk, opgegeven bij een examen 
Wiskunde L. 0. te Batavia: | 

De omtrekken van 3 concentrische cirkels zijn lang 7, 
8 en 10 dM. Langs de omtrekken bewegen zich in dezelfde 
richting punten met snelheden resp. van 2, 3 en 4dM. per 
seconde. Wanneer de punten zich op zeker tijdstip op 
een gemeenschappelijken straal der 3 cirkels bevinden, 
wordt gevraagd te berekenen, hoeveel seconden later zij 
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zich voor de eerste maal wederom op eene rechte lijn be- 
vinden. Welke is deze rechte lijn en waar bevindt zich 
elk dezer punten ? 

Laat ons aannemen, dat op 
het oogenblik, waarvan af we 
den tijd beginnen te rekenen, 
de punten A, B en C zich op 

den gemeenschappelijken 
straal MA bevinden en dat 
de beweging der punten plaats 
heeft in tegengestelde richting 
der wijzers van een gewoon 
uurwerk. 

Het punt A beweegt zich 
dan met eene hoeksnelheid 
(uitgedrukt in graden) van 2.360°, B met eene hoeksnel- 
heid van #.360°, en C met eene hoeksnelheid van 2. 360°. 

Beschouwen we nu de betrekkelijke beweging van A, 
B en C, en denken ons daartoe het punt B tot rust ge- 
bracht. A blijft zich dan bewegen met eene hoeksnelheid 
van (#—8) 360° of #,.360° in de aangegeven richting, 
terwijl C zich beweegt in tegengestelde richting met eene 
hoeksnelheid van (&— 2) 3609 of +. 360. 

Na «@ seconden zal A dus in A’ gedacht kunnen worden 
en C in C’, zoodanig dat / AMB = 4,x.5360° en / CMB 
== zr ©. 3600, 

Het tijdstip «, waarop de punten weder op eene rechte 
lijn zullen liggen, wordt bepaald door de vergelijking : 

40 sin +; ax. 360° +28 sin + w . 360°=35 sin (ap H5%) 3609 (1), 
uitdrukkende, dat de som der inhouden van A A’/MB en 
A CMB gelijk moet zijn aan den inhoud van A A/MC/, 

Aan verg. (1) wordt voldaan door geheele waarden van 
onl. a—=0, 140, 280, 420, enz. Voor deze waarden van 
xe iggen de drie punten op eene gemeenschappelijke mid- 
dellijn der cirkels, die samenvalt met den aanvangsstand 
der punten. 

Er zijn echter ook andere waarden voor «. Gevraagd 
wordt naar de kleinste waarde. 

Voor zeer kleine waarden van « gelden voor de grootte 
der hoeken, ZA/BA en Z CBM, de benaderingsformulen : 
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ZABA ==. dr 3600 == 4 4. 3600, 
ZCBM=t rw. 360° = 3 . 360. 

Aanvankelijk is dus / CBM grooter dan / A/BA. 

Beide hoeken blijven aangroeien, totdat de lijn BC raak- 
lijn aan den kleinsten cirkel is geworden. Dit gebeurt op 
het tijdstip, waarvoor men heeft: 

GOS 5 x . 360° = 7, 
waaruit men vindt #=0.9 seconde ongeveer. 

Van dit tijdstip af wordt Z CBM kleiner, terwijl Z A’BA 
blijft aangroeien. Er zal dus eenmaal een tijdstip moeten 
aanbreken, waarop beide hoeken gelijk zijn. Om dit tijd- 
stip te bepalen moet de verg. (1) worden opgelost. 

Na eenige proeven vindt men gemakkelijk, dat deze 
vergelijking een wortel heeft tusschen 1.61 en 1.62. 

stelt men de’ termen van. het eerste lid deren 
door p en q en het tweede lid door » voor, dan heeft men 

WOO 

p=4Osinl4° 29! qg=28sinbl45/, 1735 sin 66° 144 

en de volgende berekeningen: 

log sin 14° 29?’ — 9,39831—10, log sin 51° 45’ = 9.89504—10 


log 40 —1.60206 log 28 — 144716 
loep =1.00037 °P log q — 1.34220 
p — 10.001 q 21.988 


log sin 66° 142’ = 9,96155—10 
log 35 — 1.54407 
log r =1.50560 ° 
r — 32.033 
pd g=31989, dus pgr; 
voort 1025 
p=4Osinl4 BAP, q=28sinb2e4?, r—=35sin 66° 39’, 
en de berekening: 
log sin 14° 34# —= 9.40093—10, log sin 520 42/ — 9.89696—10, 


log 40 — 1.60206 log 28144716 
losp —1.00299 PP log q —=1.34412 ® 
p — 10.069 q — 22.086 


log sin 66° 395” = 9.96289— 10 
log 35 — 1.54407 
log r =1.50696 © 
roel 
pd-q=32155, dus ptq)r. 
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Nemen we nu #=—=1.615, dan vindt men 
pd-q=206 en r=32.084, dusp Hg r. 

De wortel ligt dus tusschen 1.615 en 1.620, en wel zeer 
dicht bij de onderste limiet. 

Moora kolosvindtrmens pg 32.02 ten 1 32.093, 
zoodat vrij nauwkeurig 1.616 een wortel der vergelijking 
(1) is. 

Na 1.616 seconden liggen de bewegende punten dus 
wederom op eene rechte lijn. 

A heeft dan afgelegd #.1.616 .360° = 2320 49’ 12/4, 

B Et, 4 eb OLO LD 

C ES, 5 MROLOSODA OO 2 20: 

De stand der rechte lijn, waarvan zich eene schetstee- 
kening gemakkelijk laat ontwerpen, is door de ligging der 
punten tevens bepaald. 

Opmerking. Er kan over de oplossing van dit vraag- 
stuk natuurlijk nog veel meer gezegd worden. Het vraag- 
stuk zelf komt mij echter niet zoo belangrijk voor, er nog 
meer tijd aan te besteden. 

Als examen-vraagstuk L. O. komt het mij niet zeer ge- 
schikt voor. Ik vrees tenminste, dat de eandidaten hier 
in het moederland er niet veel van te recht zouden bren- 
gen. Vermoedelijk is in de opgave dan ook eene fout 
ingeslopen en is de bedoeling geweest te vragen „hoeveel 
seconden later de punten zich voor de eerste maal weder- 
om op eene rechte lijn bevinden, die door het middelpunt 
gaat”. 

In dat geval is de kleinste wortel der verg. (1), die aan 
de vraag voldoet, @ = 140 seconden, zooals gemakkelijk is 
na te gaan. 

Het punt A heeft dan 56 omwentelingen volbracht, B 
524, en C 40, zoodat A en C hun oorspronkelijken stand 
weder innemen, terwijl B gelegen is in het diametraal 
tegenover den aanvangsstand gelegen punt van den cir- 
kel, waarlangs het zich beweegt. 

Tilburg. K. Bes. 


afro ooles oto 
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Nieuw verschenen werken. … 


(Door de redactie ontvangen). 


Uitgave van C. A. J. van Dishoeck, Bussum. 


W. DE GROOT en J. PEPER. Practisch Handelsrekenen. 
Tweede deel, 1911. f 1.25. Geb. f 1.65. 


Uitgave van de Dürr'sche Buchhandlung, Leipzig. 


Dr. MAX RICHTER. Uber die Einführung in die Stereo- 
metrie und in das Stereometrische Zeichnen. Mit einer 
Aufgaben-Sammlung. Ein Beitrag zur Methodik des 
geometrischen Unterrichts 1910. 2 Mark. 


Uitgaven van J. B. Wolters, Groningen. 


E. MEIJER. Eerste Verzameling algebraïsche Vraagstuk- 
ken, ten dienste van het middelbaar, gymnasiaal en 
meer uitgebreid lager onderwijs. 1911. f 0.25. 

—__—_ Tweede Verzameling f 0.25. 

—__—_—_ Derde 4 0:25: 

_—_— Eerste „ meetkundige vraagstukken ten 
dienste (als boven) 1911. f 0.25. 

—_—_— Tweede Verzameling f 0.25. 

—_—_——_ Derde À f 0.25. 


Uitgaven van W.J. Thieme d Cie, Zutphen. 


J. VAN DER BREGGEN. c. í. Vademecum der Wiskunde. 
LO lane 0.0: 

H. A. DERKSEN en G. L N. H. DE LAIVE. Logarithmen- 
tafels in vijf decimalen, voor schoolgebruik. 1911. f 0.15, 
geb. f 0.95. 


Uitgave van Francis Hodgson, London. 


WILLIAM GALLATLY, M. A. The modern geometry of 
the triangle 1910. 


*) Van hollandsche leerboeken wordt geen bespreking gegeven. 
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Uitgaven van Joh. Ykema, den Haag. 


S. DE GAST. Beknopt Leerboek der Wiskunde ten dienste 
van H. B. S. met 3-jarigen cursus en daarmede overeen- 
komende inrichtingen. 

I. Rekenkunde, 2e stukje, 2e druk, 1910. f 1.00. 
II. Algebra, ek 2D, 
Dr. A. BENTHEM GN. en In NIJEN HUIS. Rekenkundige 
vraagstukken, voor zooveel noodig naar typen gerang- 
schikt. Tweede verzameling. 
Eerste stukje, 10e druk. 1910. f 0.35. 
Derde 5 toms à à 
Vierde p Ger 4 

H. VERHAGEN en G. SCHUTTE. Rekenboek voor kweek- 
en normaalscholen, H. B. S. en M. U, L. O0. scholen. 
Eerste stukje, 1911. / 0.35. Tweede stukje, 1911. f 0.35. 
Met antwoorden. 


Uitgave van J. Schaafstal, Hoogezand. 


H. C. DERKSEN. Vlakke Meetkunde, 2e herziene en 
vermeerderde druk, 1911, f 1.50. 


Uitgave van Gebr. Kluitman, Alkmaar. 


P. J. BOS. Leerboek der Algebra, Theorie en Opgaven. 
Eerste deel (met meer dan 1900 opgaven). Achtste, 
herziene druk. 1910. f 1.25. 


Uitgave van W.J. Thieme & Cie, Zutphen. 


H. J. BARTELINGS Jr. en W. GRAVESTEIN. Wiskun- 
dige Aardrijkskunde ten gebruike bij het onderwijs aan 
H. B. Scholen, Kweek- en Normaalscholen en ten dienste 
van Candidaat-Hoofdonderwijzers. Met 85 figuren en een 
Sterrenkaartje. 1911. Prijs f 1.35. Geb. f 1.65. 


Uitgaven van A. Versluys, Amsterdam. 


H. L. ZICK. Opgaven voor het projectieteekenen ten ge- 
bruike van Hoogere Burgerscholen en Teekenscholen. 
LITE fl. 25 

J. VERSLUYS. Beknopt leerboek der analytische meet- 
kunde van het platte vlak. Vierde druk. 1911, 
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Uitgaven van P. Noordhoff, Groningen. 


P. WIJDENES en Dr. D. DE LANGE. Vlakke meetkunde. 
Eerste deel 1911. Gec. f 1.25. 

J. KLEEFSTRA. Leerboek der meetkunde. 1911. Eerste 
boek, Kennis der figuren. f 1.00. 
Tweede boek, Berekening van merkwaardige lijnen. f 1.00. 
Derde „ ‚ Constructie-meetkunde f 0.15. 


Uitgaven van Vuibert et Nony, Paris. 


Tr. CARONNET. Problêmes de mécanique à l'usage des 
classes de mathématiques A et B et des candidats au 
Baccalauréat et aux écoles du gouvernement. 2me édition. 

T. CHOLLET et P. MINEUR. Traité de Geometrie des- 
criptive. Première partie à l'usage des élêves de première 
Cet D. me éd, Deuxiême partie à l'usage des élêves 
de mathématiques A et B, et des Candidats aux Ecoles. 
Ame éd. 

G. LEMAIRE. Meéthodes de résolution et de discussion des 
problémes de géométrie. Sme éd. 

H. VUIBERT. Problèmes de Baccalauréat (mathématiques) 
à usage des élêves de seconde et première C et D, de 
math. A et B, et des candidats au baccalauréat (séries 
scientifiques). 5me éd. 


Uitgave van AL. E. Kluwer, Deventer. 
F. J. VAES. Leerboek der Stereometrie. 1911. f 1.70. 


Uitgave van P. Visser Azn., Haarlem. 
F.J. VAES, ' Indeelingen.. 1911. / 0,60. 


Ook ontving de redactie : 

J. MASCART. Un Observatoire près d'un volcan. Estratto 
dalla „Rivista di Astronomia e Scienze affine”, Anno IV 
Dicembre 1910. 


OPLOSSINGEN 


DER 


RR AAGPTUKK EN 


van af No. 146. 


De Oplossingen der Vraagstukken : 


No. 1—9 komen voor in den len jaargang, bladz. 125 


No. 10—20 4 er tt Jen 2 202 
No. 20—90 5 heete HOT % 
No. 91145 „ Ae et DON k 


Opmerkingen omtrent vraagstukken komen voor : 


Op bladz. 143 en 252 van den Zen jaargang, betreffend 
Vraagstuk 21, 3en jaargang, bladz. 2. 

Op bladz. 47 van den Zen jaargang, betreffend Vraag- 
stuk 62, 3en jaargang, bladz. 57, 

Op blads. 119 (der oplossingen) van den Ben jaargang, 
betreffend Vraagstuk 48 en 63, Sen jaargang, bladz. 87 en 59. 

Aan ommezijde van Vraagstuk 129, Sen jaargang, bladz. 70. 


Oplossingen van Vraagstukken W, T, 7e Jg. 1 


Vraagstuk 129. 
Oplossing van A. DURAND (Paris). 


Soient w en w' les centres des deux cercles cherchés: 
la droite wo’ droit d'abord être parallèêle à CB. Leslignes 
A» et Aw’ étant bissectrices intérieures des angles CAD et 
BAD 25 Ao / En — ZZ CAL. Done wo! touche une hyper- 
bole dont A est un foyer, Cl et BI 
sont des tangentes à cette hyper- 
bole, leurs points de contact étant 
C et B. La droite symétrique de 
CA relativement à CI est CB, le 
second foyer est sur CB; c'est donc 
la projection sur CB (corde focale) 
du point de concours des tangentes 
aux extrémités de cette corde, qui 

A est 1, centre du cercle inserit. C'est 
en le le point F où le cercle touche CB ; 
les points EÉ et E/ où il touche CA 
et BA sont les symétriques du foyer F relativement aux 
tangentes CA et CB: donc le cercle directeur de centre A 
a pour rayon AE= AE’, 

Tracons de cercle et coupons-le par la droite FI pro- 
longée: les droites tf’ et 77’, parallèles à BC menées par 
m et m/ sont tangentes communes aux ecercles cherchés. 
Le problême a deux solutions. 
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146. Het punt, waarin een zijvlak van een tetraëder ge- 
raakt wordt door den bijbehoorenden aangeschreven bol, wordt 
verbonden met het midden van de overeenkomstige hoogtelijn. 
Men vraagt te bewijzen dat de vier lijnen, die men zoodoende 
in een tetraëder trekken kan, elkander in een merkwaardig 
punt snijden. C. A. Cikor. 


Opgelost door C. A. Cikor, H. v. DINTER, C. v. SPAENDONCK, 
H. G. A. VERKAART. 


Oplossing van C. A. CIKOT, C. v. SPAENDONCK. 


Laat het zijvlak ABC in F door den bijbehoorenden aan- 
geschreven bol geraakt worden, terwijl G het midden is 
van de hoogtelijn DE en M het middelpunt van den bol. 
De lijnen DM, FM en DE liggen in één vlak, dus FG 
snijdt DM ergens in J. Door de evenwijdigheid van MF 
en DE heeft men: 

DM =De: ME. 
Als de zijvlakken van het viervlak a, b, c en d zijn, is 


A5, oh nl 
Ed hg 
dus: DJ :JM = (a d-bt-e—d): 2d. 


DJ :DM =(a bed): (ad bt-e-d). 

De lijn DM bevat ook het middelpunt van den ingeschre- 
ven bol; diens straal verhoudt zich tot dien van den aan- 
geschreven bol als (a4-b He —d) tot (ad-b He t-d); uit 
dit alles blijkt dat J het middelpunt van den ingeschreven 
bol is. 


147. Aan een scheeven cirkel-kegel zoo'n stand te geven 
dat, ais stoffelijke punten van uit den top tegelijkertijd langs 
de verschillende beschrijvende lijnen beginnen te vallen, zij tegelijk 
op het grondvlak aankomen. (Weerstanden verwaarloogzen.) 

OA OIKOT: 
Opgelost door C. A. CiKOT, P. J. HAMELBERG, 
W. H. L. JANSSEN v. RAAIJ, C. V. SPAENDONCK, F. J. VAES, 
H. G. A. VERKAART. 


Oplossing van C. A. CIKOT. 


t Is bekend, dat, als van uit een punt gelijktijdig stoffe- 
lijke punten beginnen te vallen langs rechte lijnen, zonder 
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dat er weerstanden bij die beweging optreden, die punten 
altijd op een boloppervlak zijn, dat zijn hoogste punt in 
het beginpunt heeft. De omgeschreven bol van den kegel 
moet dus zóó geplaatst worden dat de top het hoogste 
punt van den bol is, daar nu het raakvlak aan den omge- 
schreven bol in den top antiparallel met het grondvlak is, 
moet dus de anti-parallele cirkel-doorsnede horizontaal ge- 
steld worden. 


148. De meetkundige plaats te bepalen van de lijnen, die 
de hoeken middendoor deelen tusschen een vaste lijn en de lijnen 
van een plat vlak, door het snijpunt van lijn en vlak getrokken. 

CG, A CTEOE 


Opgelost door C. A. Crkor, W. F. GISOLF, P.J, HAMELBERG, 
J.- MULLER, Je WFC, PROPER, Joel hO00 
Dr. J. Rose, W. H. SCHMELLING, C, v. SPAENDONCK, 
J. Â. WERTENBROEK, 


Oplossing van C. A: Cikor, W. H. SCHMELLING, J. A. WER- 
TENBROEK. 


Neem van af het snijpunt van het vlak met de lijn een 
bepaald stuk, en hetzelfde stuk van af dat punt op de lijnen 
in het vlak; de uiteinden van deze laatste liggen dan op 
een cirkel. Nu deelen de bedoelde bissectrices de lijnen 
middendoor welke de uiteinden van vaste en van veran- 
derlijke lijn verbinden; de meetkundige plaats van de uit- 
einden der bissectrices is daarom een cirkel, en de ge- 
zochte meetkundige plaats een scheeve cirkelkegel. 


Oplossing van C. v. SPAENDONCK. 


Zij het vlak z= 0, de richtingscosinussen der lijn /, m,n; 
het snijpunt zij de oorsprong. De richtingscosinussen van 
een lijn in het vlak stellen wij voor door a, b, 0. 

Meetkundig is het nu onmiddellijk duidelijk dat de rich- 
tingscosinussen van de bissectrice resp. gelijk zijn aan 


sla), 5m tb), 5. 


Hare vgl. zijn dus f 


DEE AE ERE 
da mtb n 
nae 


n 
— —l=a en BI in, 
2 z 


Telegram- Adres: BEHEER. 


MEMORANDUM 


van GEBR. WOLFF Han. 


AMSTERDAM. ROTTERDAM. S-GRAVENHAGE. DORDRECHT. 


\ 204 ( 755 
| 6527 | 4711 


Tel. No, No. 1182. No, N°. 273. 


O 


Voor het geval U afwezig mocht zijn houden wij de afrekening te Uwer beschikking. 


Hoogachtend, 
GEBR WMOEELSZN: 
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Dus de gevraagde meetk. plaats 
(nae — ln)? + (ny — mz)? =z?, daar a? Jb? =l. 


149. Twee wiggen van Wallis met gemeenschappelijk grond- 
vlak en gemeenschappelijke as, maar met elkander snijdende 
ruggen, snijden elkander volgens twee vlakke kromme lijnen. 

Cie CIKOT, 


Opgelost door C. A. CikOT, W. F. GrsoLF, W. H. L. JANSSEN v. 
RAAY, J. MULLER, J. W. F. C. PROPER, C. v. SPAENDONCK. 


Oplossing van C. A. CiKOT, W.H. L. JANSSEN Vv. RAAY. 


Een vlak evenwijdig aan het gemeenschappelijk grond 
vlak snijdt het samenstel volgens twee congruente concen- 
trische ellipsen, welker groote assen evenwijdig loopen met 
de ruggen. Twee van die ellipsen snijden elkaar in punten, 
die liggen op de bissectrices van de hoeken tusschen de 
assen; de punten, gemeen aan de twee oppervlakken lig- 
gen derhalve alle in een van twee platte vlakken die de 
hoeken tusschen de twee ruggen loodrecht midden door 
deelen. 


150. Zen trapezium te construeeren, als gegeven zijn de diago- 
nalen, de som der evenwijdige zijden en de verhouding der beenen. 
J. Vane GRIEND JR, 


Opgelost door W. B. BROCXx, Mej. D. A. CREMER, 
H. v. DINTER, J. Vv. D. GRIEND JR, P. J. HAMELBERG, 
J. H. Roog, DR. J. Rose, W. H. SCHMELLING, 

C. Vv. SPAENDONCK, H. G. A. VERKAART, 

C., WAFELBAKKER, J. A. WERTENBROEK. 


EL. Oplossing van P. J. HAMELBERG, W. H. SCHMELLING 
(en met kleine wijziging W. B. BRoCXx, Mej. D. A. 
CREMER, J. H. RooG, C. VAN SPAENDONCK, 
H. G. A. VERKAART en J. A. WERTENBROEK). 


Zij ABCD het gevraagde trapezium, waarvan AB en DO 
de evenwijdige zijden zijn. Verleng AB met een stuk BE 
— DC. Nu kan A ACE geconstrueerd worden. Verleng 
EC met een stuk CF = EC. Daar DF = BC, is de verhou- 
ding AD:DF bekend, zoodat D op den cirkel ligt, die 
meetkundige plaats is der punten, waarvoor AD en DF 
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de gegeven verhouding hebben. Het punt D wordt dan 
gevonden als snijpunt van dien cirkel met de lijn door C 
evenwijdig aan EA, terwijl dan B gevonden wordt uit EB 


Opmerking. Snijdt de lijn door C // EA den cirkel niet, 
dan is er geen oplossing. Snijdt de lijn den cirkel, dan 
vindt men twee punten D en dus ook twee bijbehoorende 
punten B. Zulk een punt B levert echter alleen dan een 
aan de vraag voldoend trapezium als het tusschen A en 
E ligt. Is dit niet het geval dan krijgt men een oplossing 
van de volgende vraag, die tot geheel dezelfde constructie 
voert: een trapezium te construeeren als gegeven zijn het 
verschil der evenwijdige zijden, de opstaande zijden en 
de verhouding der diagonalen. Breidt men echter het be- 
erip trapezium tot stervormige vierhoeken uit, dan worden 
beide vragen identisch en levert een punt D steeds een 
trapezium dat aan de vraag voldoet. 


IL. Oplossing van H. VAN DINTER en J. VAN DE GRIEND JR. 


Oplossing. Zij ABCD het trapezium (basis AB); trek door 
GC een lijn evenwijdig met DB, die AB in E snijdt, AD en 
BC verlengd snijden elkaar in H, EP evenwijdig met BC 
snijdt AD in P. Trek PC die AB snijdt in M‚, DC verlengd 
snijdt EP in F. Nu is vooreerst A ACE bekend. Verder 
CF = BE == DC, dus AM = ME. Het punt P moet dus liggen 
op de mediaan uit C van A ACE. 

Verder AP:PE=AH:HB=AD : BC, 

Derhalve moet P liggen op den cirkelomtrek, beschreven 
op den afstand der punten, die AE in- en uitwendig in 
reden van AD:BC verdeelen, als middellijn Met het punt 
P is alles gevonden. 

De genoemde mediaan snijdt den cirkel in ’t algemeen 
in 2 punten; snijpunten die binnen den A ACE vallen zijn 
echter niet bruikbaar; zijn er geen snijpunten, dan is er 
natuurlijk ook geen oplossing. 


151. Men willekeurige veelvlakkenhoek wordt door drie even- 
wijdige vlakken gesneden volgens drie veelhoeken met oppervlakken 
O,, O0, en Ô,. De verhoùding van de stukken van iedere ribbe 
tusschen O4 en Oa en tusschen Oz en Oz is m:n. Te bewijzen : 


ï 


O2 nt + O2 (mHn)t + 03 mt — 20,0, Mm? (m H-n)? — 
20,0, m?n? — 20 O0, n° (mn)? =0. 
J. v. D. GRIEND JR. 


Opgelost door W. B. Brocx, Mej. D. A. CREMER, J. v. d. 
GRIEND Jr, P. J. HAMELBERG, J. H. Roog, DR. J. ROSE, 
W. H. SCHMELLING, C. Vv. SPAENDONCK, 

H. G. A. VERKAART. 


Oplossing van H. G. A. VERKAART, Mej. D. A. CREMER, 
J. v. d. GRIEND Jr. J. H. Roog, W.H. SCHMELLING, 
C. v. SPAENDONCK. 


Laat een der ribben van den top T af gerekend gesne- 
den worden door O, in A, door O, in B, en door O; in C, 


en noemen we PAS tl 
AB = mp 
BC = np, 


dan hebben we, wegens de gelijkvormigheid der veelvlak- 
EEN 
0, :0s:0; =a? :(a + mp)? :(a + mp +- np) 
WO, :WVO,: VO; =a: (a d- mp): (a + mp + np) 
VO, :(WO, WO): (WO; WO) =a: mp: np. 
Hieruit volgt: _ 
en Ork (Ors WO) == mn 
mv Os + nl/O, = (m4 n) VO, 
m2Os + n2O, + 2mn WON Os; =(m J- n)2Os 
[nm2Os + n20O, — (m 4 n)?O, == 4m?n20, Os. 
Uitgewerkt: 
ns, H(md-n)t O4? + m03? — 2m? (m J- n)? 0,05 — 
— 2m?n?0, Os —2n? (m 4 n)? 0,0, =0. 


152. Zen punt P heeft een eenparige rechtlijnige beweging 
in een plat vlak V, dat insgelijks een eenparige rechtlijnige 
beweging heeft. Gevraagd de enveloppe in het onbeweeglijke 
vlak van een rechte, die P met een standvastig punt van V 
verbindt. J. v. D. GRIEND JR. 


Opgelost door J. v. D. GRIEND JR, DR. J. ROSE, 
H. G. A. VERKAART. 
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Oplossing van H. G. A. VERKAART. 


De zaak komt op het volgende neer. Op elk van twee 
rechten, in eenzelfde plat vlak gelegen, is gegeven een 
punt, dat zich met eenparige snelheid daarop beweegt. 
Gevraagd de omhulde van de verbindingslijn dier punten. 
We nemen de twee rechten als X-as en Y-as. Zij P het 
punt op de Y-as, zóó gelegen dat OP = m. 

Q, is het punt op de X-as; OQ =n. De snelheid van B 
is «, die van Q 4. Na t tijdseenheden is het punt P gekomen 
in P, terwijl Q, is in Qp De vergelijking der lijn P, Q; EO 


X Bi 
n)- Lt A mat E 
Na / tijdseenheden is de vergelijking der verbindingslijn: 
X ‚ve 
elk 


nt AF Tama 
Het snijpunt S der lijnen P, Q, en P, Qy heeft tot coör- 
dinaten: 
Ok: (n d- BE) (n + BE) 
na — mi 
Nn —Ê (m + at) (m + at!) 


na — mi 


Laten we f tot t naderen, dan hebben we: 
Katt? op B (mtet) 
na— m@ ’ nam ° 
De meetkundige plaats van dit punt bij veranderlijke t. 
wordt gevraagd. De eliminatie van t geeft, indien we 
nx — mf door p voorstellen: 
(ax + By)? —2p (ar — By) + p° =0. 


Dit is een parabool, die de X-as raakt in (£, 0) ensde 


Y-as in ( 0, = Het gedeelte, dat strikt genomen aan 
’t vraagstuk, zooals ’t hierboven gesteld is, voldoet, begint 
bij het punt R ( tk ee). 
D p 
Laten we echter ook negatieve waarden voor t toe, dan 
vormt de heele parabool de enveloppe. 
Voor p=0, dus m:n=a: fd, blijft de lijn PQ steeds even- 


5) 


wijdig aan zichzelve, en gaat de parabool over in de rechte 
in ’t oneindige. 


Oplossing van J. V.D. GRIEND JR. 


Neem de rechte, die het punt Q, in het vaste vlak be- 
schrijft, als y-as, en de v-as evenwijdig met de door P in 
het bewegende vlak beschreven rechte f aan 

Wij bepalen eerst het snijpunt der rechte PQ, met haar 
volgenden stand. Trekken wij in V uit Q de rechte, die 
de richting van beweging van Q, aangeeft, en die de rechte 
f in S snijdt, en noemen wij het standvastige stuk QS =b 
en het veranderlijke stuk PS =o. Beschouwen wij vervol- 
gens den stand, dien de rechte PQ aanneemt ten gevolge 
van de beweging van P langs f, en daarna den stand, 
evenwijdig aan den vorigen, dien zij aanneemt ten gevolge 
van de translatie van het geheele vlak V in de richting 
QS, en die de rechte PQ, in haar eersten stand snijdt in 
het gezochte punt N der enveloppe. Dan blijkt uit gelijk- 
vormigheid van driehoeken, dat, wanneer de translatie in 
de richting QS C X zoo snel geschiedt als de beweging van 


P langs PS, Ein EN Gm rektr men NT /POS,'tot zij fs in 


T snijdt, dan et ST de abscis # van het punt N der 
enveloppe voor, en men heeft 
n= DeX e= X eee oet bg (1) 
Deze waarde wordt 0 tegelijk met S. Kiezen wij den 
oorsprong in het vaste vlak in dat punt van QS, waar dit 
geschiedt (di. op een afstand van Q, gelijk Cp), dan is de 
ordinaat van het punt N 


=P HRG. PAIN MEREL) 


Eliminatie van p tusschen (1) en (2) geeft de vergelijking 
der gezochte enveloppe: 
AOR 
de vergelijking eener parabool, waarvan de rechte QS 
raaklijn en de as // PS is, en die den scheeven parameter 
PaGhsheeft. 


1538. Men bepaalt de rekenkundige middelevenredige tusschen 
elke twee opeenvolgende termen eener rekenkundige reeks van 
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de orde gu, daarna de rekenkundig middelevenredigen tusschen 
twee opeenvolgende termen der ontstaande reeks, enz., tol men 
de pde mieuwe reeks verkregen heeft. Van deze reeks de reeks 
der eerste verschillen te bepalen, uitgedrukt in de reeks der 
eerste verschillen van de oorspronkelijke reeks. Bovendien 
den nden term der nieuwe reeks uit te drukken in de termen 
bo b, ld b, a der oorspronkelijke reeks. Uit de beide 


daardoor mogelijke uitdrukkingen van den nden term der nieuwe 
reeks identiteiten af te leiden. Uitbreiding op het geral, dat 
men, in plaats van den rekenkundig middelevenredigen, telkens 


nde 


rJ-8 


Opgelost door J. Vv. D. GRIEND JR. 


den term tusschenschakelt. J. v. D. GRIEND JR. 


Oplossing van J. v. D. GRIEND JR. 
Zij de gegeven reeks, met haar verschilreeksen : 
t, ’ Es ’ Es ’ Es Ide AR: 
Ù, Vis, Oings ere ve 
ER Varg en 
O3, « 


de pde nieuwe reeks: 
hed 
P), vr) patel Li 


vp) 


ADD 
2 


Dan is niet alleen (0 — ‚ zooals uit de for- 


matie der reeks volgt, maar evenzeer: 


(q—1 (q—1) Ê 
(gj Dj n ) X dn jan Le 
want, nemen wij aan, dat deze betrekking geldig is voor m1: 
(g1 iel) 
(q) ze PEA A7 bi she Et 
On NET AETT DD) ) 


dan geldt zij ook voor m: 


rl 


Oe, OV ee 
On, n ® ml, n+1 gnd sh Ne 
ig D (gl nier (a-1 
WS, 1041 ie ne Be Om Le 18 AEN kf 
Le 2 ie 
piel) pat) A0 erf (gt 
en OinstenaT Gnn Ont MOO 
== 5 — 5 == 
aal (a 1 
Oon..n ) an On, n+l 


_ 
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daar zij ZA voor m =0, d.i. voor (D, geldt zij algemeen. 


Dus de gemakkelijk te verifieeren betrekking 
—1 (al 
ER bolt, ®, 


die door deze rekenkundige middelevenredigheid beheerscht 
wordt, geldt ook algemeen : 


pend et ek 


On, n it, 1 On 
Neemt men hier Gyerak n=, dan blijkt, dat de eerste 
termen van alle nieuwe reeksen een rekenkundige reeks 
van de orde « vormen met bekende verschilreeksen : 
t 1) 2) #3) 
’ ili le, dd A 


Om od A, 
2 
ed v; 
2 92 
Vz 
23 ene arke ve 


zoodat men volgens de gewone formules heeft: 


Pt HOH HIE Bit tet Orit 


Pr (DEORE Dae 


Deze reeksen breken van zelf af bij Aten 0. 


De tweede uitdrukking, die voor (p) LO bep? 
eenvoudiger te bepalen; men zal onmiddellijk vinden: 


go tel) or HOE) Imad (mt tp 
TE EN 


IS 
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Uit deze uitdrukking blijkt tevens, dat de ontstaande 
reeks weer van de orde u is. 

Nu is volgens de formules (1) de algemeene term {p) 
der nieuwe reeks uit te drukken in de eerste verschillen 
der oorspronkelijke reeks, nl. door de in (1) gevonden 
waarden te substitueeren in 


EP (ms) al (Eon 

Van den anderen kant kan dezelfde term in dezelfde 
gegevens uitgedrukt worden door in (2) de termen 
bs eeres Pop daarin uit te drukken. Beide resultaten moe- 
ten identiek overeenkomen. Stelt men de gelijkheid van 
den coëfficient van wv, in beide uitdrukkingen vast, dan 
vindt men, bij vervanging van n— 1 door n, de volgende 
identiteit : 


COPE HD LTE 
ln) A) 
ndr Cn EE 


—lÌ n 
(AA IE) CD 

waarbij de reeks in het eerste lid afbreekt onmiddellijk 
nadat het noemergetal van den tweeden factor m, m — 1, 
m—?,....,0 geworden is. 

Deze identiteit kan, door bijzondere waarden van p, » 
en m, aanleiding geven tot vele andere. 

Bijv.: a) voor p=l vindt men de bekende betrekking: 


(aa) +) ): 


b) voor m==0, of n= oo, de insgelijks bekende betrekking : 
Pit (E) + (B) tr (B) er: 


c) voor n—=0, de betrekking: 


(2) (8) HE) (Ea) 


dj voor p= nrdeperekking: 
Sl) EP )2 n- NG ik zl (on en 


GEDOOD) 
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e) voor p =m=n, de betrekking : 


2} +2 IE) PT IEN = 
ETIENNE te + CEE) (7) 


Uitbreiding. Geheel op dezelfde wijze vindt men wp het 
ie b, Js B 1e 
tusschenschakelen van den term —_—_—_—— de identiteit: 


(NAO Nr a in 
ti) (rte)? te)" = 
B CHIO) (EE) 0) 
(rs dee 
die voor r==s in de eerst gevondene overgaat. 


Door gelijkstelling van de coëfficienten van r? Ys! in 
deze identiteit vindt men na eenige herleiding en weglating 


van den factor En de bekende betrekking: 
ME) a) 
aaa (a) (f) ni: (ze): 


154. Wanneer is de som van 2 getallen op hun product 
deelbaar 2? *) H. G. A. VERKAART. 


Opgelost door Mej. D. A. CREMER, P. J. HAMELBERG, W. H. 
SCHMELLING, H. G. A. VERKAART, C. WAFELBAKKER. 


Oplossing van H. G. A. VERKAART. 


Noemen we den G.G.D, der twee getallen D, dan kunnen 
we de getallen voorstellen door aD en &D, waarin a en b 
onderling ondeelbaar zijn. Zal nu abD deelbaar zijn door 
ab, dan moet D door a +5 deelbaar zijn. We kunnen 
dus stellen D= (atb)e; de getallen zijn dus van den vorm 

e=alad-b)e 
y=bladb)e. 

1) Van de vraagstukken 154 tot en met 158 werden een aan- 
tal onjuiste oplossingen ontvangen, Red, 
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Oplossing van Mej. D. A. CREMER. 

In de eerste plaats moeten de 2 getallen om aan de ge- 

stelde voorwaarde te kunnen voldoen, onderling deelbaar 
zijn. Immers de som van 2 onderling ondeelbare getallen 
zal geen enkele factor kunnen hebben, die tevens als fac- 
tor voorkomt in een der beide getallen, dus zal er in dit 
geval ook geen enkele factor der som in het product der 
getallen voorkomen, zoodat de som onmogelijk deelbaar 
_kan zijn op het product. 
Zij nu de G.G.D. van 2 getallen p en noemen wij de ge- 
tallen zelf ap en bp, dan zal de som (a +b)p alleen dan 
op het product abp? deelbaar zijn, indien ab deelbaar 
is op p. -De som der 2 getallen moet dus gelijk zijn aan 
of een deeler zijn van de 2de macht van den G.G.D. der 
getallen. 

Stel nu, dat gevraagd wordt 2 getallen te vinden, waar 
van de som deelbaar is op het product, terwijl gegeven 
is, dat de G.G.D. een bepaalde waarde b.v. 6 moet hebben; 
dan zal de som moeten zijn 36, 18 of 12. Kleiner dan 12 
kan de som van 2 getallen waarvan de G.G.D. 6 is, na- 
tuurlijk niet zijn. 

Is de som 36, dan moeten de getallen zijn 1 X 6en5 X 6. 
De getallen 2 X6 en 4 X6 hebben niet 6 tot G.G.D. zoo- 
dat we die niet mogen nemen, evenmin 18 en 18. 

Is de som 18, dan moeten de getallen zijn 6 en 12 en is 
de som 12, dan kunnen we alleen hebben de getallen 6 en 6. 

Is van 2 getallen één gegeven, dan kunnen we daarbij 
één of meer dan één andere getallen vinden, die met het 
eerste aan de vraag voldoen, al naar dat het eerste getal 
ondeelbaar of deelbaar is. Is het eerste getal b.v. 5, dan 
kan de G.G.D. niet anders zijn dan 5 en de som der getal- 
len moet zijn 25. De getallen zijn dus 5 en 20. 

Meerdere antwoorden krijgen wij als ’t eerste deelbaar 
is b.v. 10. De G.G.D. kan ten hoogste 10 zijn. De som moet 
dus zijn 100, 50, 25 of 20. 

We vinden dus de volgende getallen: 10 en 90, 10 en 
40, 10 en 15, of 10 en 10. 


155. Wanneer is de som van 2 getallen deelbaar op de som 
hunner vierkanten ? H. G. A. VERKAART. 


_ 
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Opgelost door Mej. D. A. CREMER, P. J. HAMELBERG, 
H. G. A. VERKAART, U, WAFELBAKKER. 


Oplossing van H. G. A. VERKAART. 


Is «+ y deelbaar op «? + y?, dan is ook 
(Ce dy)? — (1? HY) =p 
deelbaar door «@ + y. Vooreerst voldoen hieraan alle. getal- 
len (zie het vorige vraagstuk), die van den vorm zijn: 
| e=alatb)e 
\y=b(adb)e. 
Verder laat zich ook het geval denken, als we # =aD, 
y=bD stellen, dat a +b een factor 2 bevat. 


Stel: atb=—=?2e 
VEE: 
dan hebben we dat ook getallen voldoen van de gedaante 
Pr ACD 
Ly = (2e — 4) cd. 


Oplossing van Mej. D. A. CREMER. 


Indien wij de getallen a en b noemen, dan moeten wij 
dus de voorwaarde zoeken waaronder a + b deelbaar is 
op a? +b?. De soma + bis zeker deelbaar op a? + 2ab + b?. 
Dus indien a+ b deelbaar is op 2ab, dan zal het ook op 
a? +b? gedeeld kunnen worden. 

Uit een beschouwing gelijk die bij de behandeling van 
het vorige vraagstuk gegeven is, blijkt dat a + b deelbaar 
zal wezen op Zab, indien a+b gedeeld kan worden op 
2 X de tweede macht van den G.G.D. der getallen a end. 


156. Wanneer is de som der Sde machten van 2 getallen 
deelbaar door het vierkant van de som dier getallen ? 
Elst An VERKAART: 


Opgelost door Mej. D. A. CREMER, H. G. A. VERKAART, 
C. WAFELBAKKER. 


Oplossing van H. G. A. VERKAART., 
Zal het gevraagde plaats hebben, dan moet 
D2— HY Hy =H) — dry 
deelbaar zijn door & + 4, dus ook 3xy door « + y kunnen 
gedeeld worden. Hieraan voldoen ten eerste alle stellen 
getallen van de gedaante: 
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e=alatb)e 
y=bladb)e. 
Ook kan, als we weer #=aD, y=bD stellen, a 4+b den 
factor 3 bevatten. 


Stellen we a + b= 8e, 
D=sed, 
dan blijkt, dat ook getallen aan ’t gevraagde voldoen van 
den vorm: Totti) 
y= (3e — 4) cd. 


Oplossing van Mej. D. A. CREMER. 


De getallen noemen wij a en b. Gevraagd wordt, wan- 
neer (a+ b)’ deelbaar is op a® + b3. (a +-b)? is natuurlijk 
deelbaar op a®+8a?b + Bab? +65. Indien dus (a + b)? 
deelbaar is op 3a?b + 3ab?, d.i, op 3ab(a db), dan zal 
(a + 6)? ook een deeler zijn van a® +55, | 

Hiertoe is het noodig, dat a+-b op ab gedeeld moet 
kunnen worden, en dit is het geval, indien de som van de 
getallen a en b deelbaar is op 8 X de 2de macht van hun- 
nen grootsten gemeenen deeler. 


157. Wanneer is de som van & getallen deelbaar op de som 
hunner vierkanten ? H. G. A. VERAART. 


Opgelost door W. H. SCHMELLING, H. G. A. VERKAART, 
C. WAFELBAKKER. 


Oplossing van H. G. A. VERKAART. 
Noemen we de getallen «, y en z, dan moet 


(oil e et a) 
een geheel getal zijn. Daar nu @? —(y +2)? door + yJ-2 
deelbaar is, zal dit ook het geval moeten zijn met 
te gia le (ye) |= 2 A let 

Noemen we nu y en z willekeurig, dan kunnen we « 
altijd zoo kiezen, dat # + y + zop 2y? + ye + 2°) deelbaar is. 

BV ne: 

Zy? dye 2°) 98. 

Voor @+y tz voldoen nu alle deelers van 98, die grooter 
zijn dan 5438. Deze zijn: 14: 49: 98, 

Voor « voldoen dan de waarden 6; 41 ; 90. 
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158, Wanneer is de som van 8 getallen deelbaar op de som 
hunner derde machten ? H. G, A, VERKAART, 


Opgelost door W.H. SCHMELLING, H. G. A. VERKAART, 
C. WAFELBAKKER. 


Oplossing van H. G. A. VERKAART. 


23 Jy? H- 2% moet deelbaar zijn door & Jy +2. 

LS H (yd 2)? is steeds deelbaar door # Jy Jz. 

Hieruit volgt, dat #y+-z een deeler moet zijn van 
Oy (y +2). We kunnen nu y en z willekeurig nemen en 
de waarden van # zoeken, die daarbij passen. 

De: 

Ovale 2360, 

merdeelersvran 260 bovens zijn: 0:10: 12: 15: 18s-enz,, 
zoodat voor «@ voldoen de waarden 1; 2; 4: 7; 10; enz. 

Uit ”% bovenstaande volgt, dat 

Bye (we dy 42) — 3yz (y + 2) =dryz 
door #&+y+z deelbaar moet zijn, wat ook blijkt uit de 
bekende identiteit: 


1 kn vane Dena Alm Ps 
(edy 2) (U? Hy? A22 uy — HE YE). 
Stellen we «# —=aD, y — bD, z =D, dan moet dus 


dabce D? 5e À 
DEES een geheel getal zijn. Zeer eenvoudig kan men 


hiervoor zorgen door te stellen : 
D=(ad-bded. 
| e=alad-bd-e) d 
| y=bladbd-e)d 
z—=clad be) d. 


We kunnen echter ook weer het geval denken: 


at bde=dm 
D= md, 
Wij krijgen dan: 
n= amd 
y =bmd 


z — (Bm — d —b) md. 


Oplossingen van Vraagstukken W. T, 7e Jg. pe 


18 


Oplossing van C. WAFELBAKKER. 


geheel getal. 
y 3 Z 8 
Eeke ee Ee (4) Dl | 
Bren Re 
EE 35 zie d 
Stel Sa, Sb, 
Ĳ 4j 
b3 
dan moet TS a een geheel getal zijn. 
RE | ast ohlban 
Eb Sd a(bH1) 4 (b 1)? — albe: 
bo — De Oije 
Ste randen == fs dansmoet altri 1) on 


moet p een deeler zijn van b. 
B.v. voorb diep Sd 
jd 
z=bt, Dús b.v‚nvoor u 1e SL 
Aan den eisch voldoen dus 3 getallen : 


z, _ ba en (Hi) — ie, 


indien p een deeler is van &. 


159. Alle bollen, die de oppervlakken van 2 vaste bollen 
middendoor deelen, hebben 2 punten gemeen. J.N. VISSCHERS. 


Opgelost door H. v. DiNTEr, J. W. EF. C. PROPER, 
C. Vv. SPAENDONCK, H. G. A. VERKAART, 
J.N, VISSCHERS, J. A. WERTENBROEK. 


Oplossing van J. N, VISSCHERS. 


Zij C ’t middelpunt van een bol, die de boloppervlakken 
met de middelpunten A en B middendoor deelt. Breng 
een plat vlak door A, B en C. De lijn AB snijdt den bol C 
inde punten Ren 5, Zij nu AR # en BS Sur CASE 
van bol A=R, en die van bol B=, de afstand der mid- 
delpunten AB =d, dan is: | 
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Parti yk? 
HW. yíddn)=er? 
de —yp=R?—r? 


R? eer r? 


't Verschil der stukken AR en BS is dus constant. 
Hieruit volgt in verband met de vergelijkingen I en II, 
dat AR en BS ieder constant zijn, en verder, dat alle 
bollen C door de punten RK en S gaan. 


Oplossing van H v. DiNTER, C. Vv. SPAENDONCK, 
H. G. A. VERKAART. 


Laten O, en O, de middelpunten, R‚ en R, de stralen 
der vaste bollen zijn; zij M het middelpunt van een der 
andere bollen, R zijn straal, MO, =d, , MO, =d. 

Men-heeft nu: „R2=R;? dd; == R3° d-d?, 
dus: di? —d;? =R;? —R,?, 
waaruit blijkt, dat M ligt in een vlak | 0,0,; zij P het 
snijpunt met O,0,, dan is dit een vast punt. Zij nu © de 
afstand van P tot een snijpunt van 0,0, met den bol M, 
dan is: 
x= R?— MP? =d? +R, ? — MP?=PO,?+R,‚? = constant, 
waarmee het gevraagde is aangetoond. 


160. Im de hoekpunten van A ABC trekt men raaklijnen 
aan den omgeschreven cirkel. Zoodoende wordt een A A'B'C' 
gevormd. Bewijs dat 1) de lijnen AA’, BB’ en CC’ de sym- 
medianen zijn van A ABC. 2) bij een scherphoekigen driehoek : 
AA! =z, sec A; BB’ = epsecB; CC'=z sec C. Is een der 
hoeken, bijv. Z A stomp, don vindt men: AA'= CA; 
Dd sec B; CC’ = sec 2, sec C, Bs Eb en z, stellen hierin 
de zwaartelijnen van A ABC voor. J. A. WERTENBROEK. 

Opgelost door W. B. BROCX, W. H. SCHMELLING, 


C. v. SPAENDONCK, H. G. A. VERKAART, 
C. WAFELBAKKER, J. A. WERTENBROEK. 


Oplossing van J. A. WERTENBROEK. 


Noem 4, en !,’ de loodlijnen uit D (midden van BC) en 
A’ op AC, en l, en l, de loodlijnen uit deze punten op 
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AB neergelaten. Uit gelijkvormigheid van rechthoekige 
driehoeken volgt: 

Lili =liaise he eAD ee (1) 
zoodat ls hbe TA ACERA EEZ isógonant frû. 
van ZÀ, en AE AD mediaan is, is dus AA’ symmediaan. 
Uit gelijkvormigheid van rechth. driehoeken volgt verder : 

Lil =2 : AA. 


_ Lettende op (1) mag dus geschreven worden: 
z AA =ta: AB 


Á 


of : AA! =2 X ned: sec À, 


als ZA scherp, en — 2, _secA als / A stomp is. 


Opmerking van C. WAFELBAKKER. 


Het eerste deel van ek ede is een vrij algemeen 
bekende stelling (zie o.a. CASEY, Prop. 6, page 1711). 


Oplossing van W. H. SCHMELLING. 


De hoekpunten van A ABC zijn de raakpunten van den 
ingeschreven cirkel van A A,B,C,. De lijnen AA, BiB: 
C,C snijden elkaar dus in een punt van Gergonne. Het 
punt van Gergonne valt samen met het symmediaanpunt 
(punt van Lemoine) van A ABC, Verbinden we A,, B, 
en C,‚ met het middelpunt, en trekken deze lijnen zoo ver 
door, dat ook het 2e snijpunt met den cirkel bepaald wordt, 
dan vormen de punten A,‚, B, C, de beide snijpunten met 
den cirkel en de snijpunten met de zijden van A ABC 
telkens een harmonische puntenrij. 

Vereenigen we de hoekpunten A, B en C met puntenrij 
A,, B,, C,, dan ontstaan 3 harmonische stralenbundels, 
waarvan telkens twee verwante stralen rechthoekig op 
elkander staan. Deze halveeren dus de hoeken, gevormd 
door de medianen van A ABC en de lijnen AA,, BB, en CC. 

De binnenbissectrice van die hoeken zijn tevens de 
bissectrice van de hoeken van A ABC, dus AA,, BB, en 
CC, zijn de symmedianen van A ABC. 

Het symmediaanpunt van A ABC is dus het punt van 
Gergonne van A A,B,C,. 

Stralenbundel A (A, , snijpunten met den cirkel en mid- 
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den BC) is perspectief tot stralenbundel C (A, snijpunten 
met den cirkel en midden BC). 
Ook nu staan twee stralen rechthoekig op elkander; 
deze deelen den hoek BCA, en supplement middendoor. 
AA:z =A,C:4 BO 
2A,C.z, ON 
AN — Bo maar AG Cos Ar =—=tB0; 


Be, Aen <1 
BEAT dus: BEREN 


A A z sec Ä en analoog 
B‚B=z, sec B 
CC =z sec C. 
Is hoek A stomp, dan is de cirkel om A ABC aangeschre- 
ven aan A ABC, en wel aan zijde BC. 
Het symmediaanpunt van A ABC valt dan samen met 
het 2e punt van Gergonne. 
Gaan we nu van A A,B,C, uit en construeeren we de 
3 aangeschreven cirkels en den ingeschreven cirkel, dan 
vinden we de volgende stelling : 


De punten van Gergonne zijn de symmediaanpunten 
van de raakpuntendriehoeken. 


SOERA, 


Oplossing van C. Vv. SPAENDONK. 


Gebruik makend van drielijncoördinaten, is de vergelij- 
king van den omgeschreven cirkel: 
ijz ber Cy — 0, 
terwijl de raaklijnen in de hoekpunten voorgesteld wor- 
den door: 


Oe re ed 
kl 0, Ee 0, les 0. 


De vergelijking der lijnen AA, enz. vindt men door de 
5 vergelijkingen twee aan twee van elkaar af te trekken. 
De lijn AA, b.v. wordt voorgesteld door: 


En 

b c 0, 
Dit echter is de vgl. der symmediaan. 
De coördinaten van A zijn: —a, b, c. 


Nu is de afstand van een punt eyz van een der hoek- 
punten, b.v. A gegeven door: 
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mr {(y?* +2? + 2yzeos A) 
sin A 
waarbij m een proportionaliteitsfactor is, die uit de identi- 
teit, waaraan de absolute coördinaten van elk punt vol- 
doen, gevonden wordt. 
AL v(b + c: J- 2be COS A) 
sin À 
Ter bepaling van m heeft men: 
m(—a? Hb? He?) =2A, dus m=t tang A. 
Dus eindelijk: | 
AAM =4V(b? HC? + 2be eos A) X sec A = 2, sec Ár 


161. Wat is de kans, dat een rechte lijn zoodanig in drie 
stukken verdeeld wordt, dat deze stukken een driehoek kunnen 
vormen ? Mej. Dr. A. A. DALHUISEN. 

(Dit vraagstuk is vermeld als stelling X in de dissertatie 


van Mej. D.: „Over eenige aantallen van kegelsneden, die aan 
acht voorwaarden voldoen”) 


Opgelost door Mej. Dr. A. A. DALHUISEN, 
J. KEYSERs, C. V. SPAENDONCK. 


Oplossing van Mej. Dr. A. A. DALHUISEN en J. H. KEYSERS. 


ee ou Zij AB de gegeven lijn, H het 
A H B midden der lijn, P en Q de deel- 
punten. 
Omdat a{<bde 
CCHa 
c{ad-b | 
moet zijn, is noodig en voldoende, dat 1°. P en Q, niet aan 
denzelfden kant van H liggen, terwijl 20. PQ {4AB. 


De waarschijnlijkheid, dat P en Q niet aan denzelfden 
kant van H liggen, is 4. 
Lt 
De waarschijnlijkheid, dat PQ <4 AB, is SKB. =d, 
De samengestelde waarschijnlijkheid is derhalve: 
EN 1 


Ae 

Een andere oplossing kan men vinden in „Lehrbuch der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung” van Dr. J. Bobek (Kleyers 
Enecyklop.). | 
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Zij C de lengte der lijn, en », y‚, z de drie stukken, dan is 


Ie EA Tt ek GE 
Opdat de drie stukken een driehoek kunnen vormen, moet 
Lg | 
2e Y 


Verg. (1) geeft voor «, y‚, z alle mogelijke gevallen, 
waarbij echter alleen positieve waarden van x, y, z in 
aanmerking komen; de voorwaarden (2) geven de grens 
voor de gunstige gevallen. 

Het aantal van beiden is natuurlijk oo. 

Vatten we #, y, z op als rechthoekige ruimte-coördinaten, 
dan stelt (l) een plat vlak voor, dat de assen snijdt in de 
punten A, B, C, zoodat 

OASES Er 

De coördinaten van ieder punt 
binnen ABC voldoen aan (1), zoodat 
we voor het aantal mogelijke geval- 
len kunnen schrijven : 
ie 


X 


als F het oppervlak van ABC is. 
Wij berekenen nu de gunstige gevallen. 
De voorwaarde 
BS\YTH2 
zegt, dat die waarden van x, die er aan voldoen, kleiner 
zijn dan die, welke voldoen aan 
DE 

Deze verg. stelt het vlak voor, dat ABC volgens be snijdt, 
waarbij bA —=bC enz. 

De punten van ABC die voldoen aan 

BS\YH2 
moeten liggen binnen CbcB. 

Op dezelfde wijze voortgaande, vinden we, dat alle pun- 
“ten, die tegelijk aan de drie voorwaarden (2) voldoen, 
liggen binnen abe. Is nu f het oppervlak van abe, dan is 
het aantal gunstige gevallen 

Mi IE 
„ De waarschijnlijkheid is derhalve: 
g 


UO 


dl 
HOR 5 
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Noot. In plaats van 


PE yt een z. 
had Bobek voor voorwaarde (2) kunnen nemen: 


N 


4 
WT 


Ge 


CASE 


© 


2 < EO) 
waaruit dezelfde graphische oplossing volgt. 


Oplossing van C. vV. SPAENDONCK. 


Verdeel de lijn 2a in een zeer groot aantal kleine deel- 
tjes elk van de lengte dy. De kans, dat het eerste deel- 
punt valt in een deeltje, welks afstand van eene der eind- 

2de der 


punten «is, is gelijk aan En et Opdat nu het tweede 


deelpunt zoo uitvalle, dat geen der stukken grooter zij dan 
d, moet ten eerste zich dit punt niet verder van het mid- 
delpunt verwijderd zijn dan «,en ten tweede aan den ande- 


ren kant van het middelpunt liggen. De kans hiervoor is 


Dus de kans, dat het uiterste stuk « is en geen der 


stukken grooter dan de helft der lijn, is gs dar 
Daar x alle waarden kan hebben van 0 tot a, integreert 
men genoemde uitdrukking tusschen O0 en a. De uit- 


komst is 4 | 
Oplossing van C. Vv. SPAENDONCK en F. J. VAES. 


Beschouwt men een gelijkzijdigen driehoek, waarvan de 
gegeven lijn de hoogte is, dan is de som der loodlijnen van 
uit een punt binnen den driehoek op de zijden van den drie- 
hoek neergelaten, gelijk aan de gegeven lijn. Zal nu geen der 
drie loodlijnen grooter zijn dan de helft der gegeven lijn, dan 
moet dit punt genomen worden binnen den driehoek, die 
de middens der zijden van den eersten driehoek tot hoek- 
punten heeft. Het oppervlak nu van dezen driehoek is 
gelijk aan een vierde van den geheelen driehoek. 

(In fig. 4, blz. 74, Zen jaargang, is deze oplossing af te 
lezen.) 
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162. Projecteer een scheeven vierhoek op een plat vlak, 
zoodanig, dat de projectie een parallelogram is. Bepaal de richting 
der projecteerende stralen. Je Ve D. GRIEND JB. 


Opgelost door F, T. A. CEDEE, C. A. CrKOT, Mej. D. A. CREMER, 
Jeev De GRIEND JR, Je WE. C. PROPER, 
W. H. SCHMELLING, C. V. SPAENDONCK. 


Oplossing van J. v. D. GRIEND JR. 


De projecteerende vlakken, gebracht door een paar over- 
staande zijden, moeten evenwijdig zijn; eveneens die door 
het andere paar. De projecteerende stralen zijn dus even- 
wijdig met de sniĳlijn van twee vlakken, ieder evenwijdig 
met een paar overstaande zijden van den scheeven vier- 
hoek. Daar de middelpunten der diagonalen van den 
scheeven vierhoek zich in één punt moeten projecteeren, 
zijn zij ook evenwijdig met de verbindingslijn dezer mid- 
delpunten. 


Opmerking van C. A. CIKOT. 


Dit vraagstuk komt voor in een vroegeren jaargang (1905 ?) 
van Mathesis of van Hoffmann's Zeitschrift. 


163. Wanneer P een punt eener kegelsnede (middelpunt 0) 
is, PC de krommingsstraal in dat punt, S en S’ de snijpunten 
van de normaal in P met de assen der kegelsnede, B de hoek, 
dien de raaklijn in P maakt met de as OS, Q de projectie van 
P op deze as, V de projectie van Q op de raaklijn P, en R 
het snijpunt van OP en QV, eveneens Q’, V', R/ ten opzichte 
van de as OS’, dan is 


PS PS en 

a). SC e Sen. BEE tang? B; 
pa RVS Ae ee LA 
AT Tp MAC 0 


ben Vv eDeRIEND” JR. 


Opgelost door Mej. D. A. CREMER, J. V. D. GRIEND JR, 
W. H. SCHMELLING, C. V. SPAENDONCK, 
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Toepassingen (J. v. D. GRIEND JR.) 


1) Het eerste lid van a) is = —1, als de krommingsstraal 
PC door de punten S en S’ harmonisch verdeeld wordt. 
Dit is het geval als 2—=45°. Dus: bij iedere kegelsnede wor- 
den de krommingsstralen, die hoeken van 45° maken, door de 
assen harmonisch verdeeld. Bij de parabool is PS —= SC 
Alst nde 

Pa b? 

2) SC wordt = + S/C’, wanneer PS — > =tg?. Voor 

de ellips ligt dus het krommingsmiddelpunt widden tusschen 


de snijpunten met de assen, als gat. Voor de hy- 


perbool nadert de verhouding Re tot 1, als het beschrij- 


vende punt naar het oneindige verdwijnt. 

3) Volgens b) is PS = SC, als RV = VQ,d. i. als PR = PQ, 
of OP=0S’, De krommingsstraal in P wordt dus door 
een as middendoor gedeeld, als hij gelijke hoeken maakt 
met de andere as en met de middellijn in P. 


Oplossing van C. Vv. SPAENDONCK. 


Indien de excentrische hoek van P gelijk « genomen 
wordt, heeft men tusschen « en 2 de betrekking 
tan @ — bja cote, 
gelijk in de handboeken wordt aangetoond. 


(mmers beide leden zijn gelijk aan Cn 


PS =bl{(1 —e? cos? a); PS, — ee (1 —e? cos? a). 
Is nude FED nde middellijn van OP, dan is 


WAS En gis 2 
SO Vl —e? cos? «), 
indien L, het voetpunt is van en loodlijn uit het middel- 


punt op de raaklijn. (or == Aser) 


b 2 Eri a ze 
Eveneens: VC = Vl — e? Gos?o). 


b 
tal bi atb 
De gevraagde verhouding is dus NE of wel 
EE 


(daar b,?=a?’ sin? «Jb? cos? a) gelijk aan 


2 


— 5 cot? 4m tan? 0. 
te He Verse arco ee O2 
NOT OER ECO 
a 
Eg g dd Sl 
OIB AGE a/cos « Eend 


(K is het snijpunt van de raaklijn met de x-as.) 
Op geheel dezelfde manier is 


R‚V, 4? 
Ole 
En en COS? a, 
aad Bivi Ge WDS 


EO 


164, Op de as Za eener ellips (assen Za en 2b) als middel- 
lijn is een cirkel (a) beschreven. Op het verlengde BB’ van de 
halve as b, zoover dat binnen den cirkel (a) ligt, dus op da — b 
als middellijn, beschrijft men een tweeden cirkel (BB). ver- 
deelt BB’ in het punt G in reden van de assen der ellips: 
BG:GB’=b:a, en trekt een willekeurige rechte door G, die 
den cirkel BB’ in P en P’ snijdt. Te bewijzen, dat BP en 
B'P’ de richtingen zijn van raaklijnen aan ellips en cirkel (a) 
in punten, die dezelfde projectie op de as Za hebben; — en de 
krommingsstraal van de ellips in dat punt evenredig is met 
GPS. — Toepassingen ; uitbreiding tot het geval, dat de eerste 
ellips en cirkel vervangen worden door twee ellipsen of hyper- 
bolen met samenvallende (retele) as Za, of door twee parabolen 
met denzelfden top en dezelfde asrichting. 

Jae ve Dee GRIEND JR. 


Opgelost door J. v. D. GRIEND JR, W. H. SCHMELLING, 
C. ‘V. SPAENDONCK. 


Oplossing van J. Vv. D. GRIEND JR. 


Als O het middelpunt der ellips is, is BG : GB =—B/0 : OB 
en dus G de pool van de as 2a ten opzichte van den cir- 
kel (BB/). Daaruit volgt, dat B’'P’ en BP elkander in een punt 
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S van de as 2a snijden, en dus tang BSO —=tang B'SO —=b:a is. 
Hieruit volgt het eerste deel der stelling. 

De contingentiehoeken de’ en de van cirkel (a) en ellips 
in de beide betreffende punten zijn (als men de ellips als 
projectie van den cirkel laat doorloopen) evenredig met de 
boogelementen van cirkel (BB’), aan weerszijden afgesneden 
door een volgenden stand der rechte PP’ door G; en deze 
zijn, zooals men gemakkelijk nagaat, evenredig met GP’ 
en GP; dus 

de: de) = GRIGP/ Sr 

De overeenkomstige boogelementen ds’ en ds van cirkel 
en ellips hebben gelijke projectie op de as 2a, en projec- 
tiën op de as 2b, die zich verhouden als a:b; ze zijn dus 
evenredig met GB’ en GP’ (of GB en GP), die dezelfde 
kenmerken vertoonen ten opzichte van de loodlijn uit G 
ops B PO(BPjsetnde rechte Bab mus 

ds: ds. =P: GB En 

Bij deeling van (1) door (2), als men de krommingsstra- 

len door e en o/ aanwijst, 
pie GEE GEE RER GER (3) 
LGB EGP GBA Be ne 

Daar „/ standvastig is, is dus p evenredig met GP’5 of 
omgekeerd evenredig met GE 

Men kan de verhouding der kromithesstaen ook uit- 
drukken door de formule 


(5) — en xe 


Daar tevens uit de AA GP/B’ en GPB volgt, dat 
HEEN Le CON 
Orban À COS? a” 
als «/ en a de hoeken der raaklijnen van cirkel (a) en 


: 5 det, 
ellips met de as 2a zijn, en 5 EE is, is ook 
Pae GOS SIT A (5) 
zy CosTasina re 


Toepassingen. a) Trekt men een raaklijn aan de ellips 
rechthoekig op een raaklijn van cirkel (a), dan staan ook 
ook de overeenkomstige raaklijnen van cirkel en ellips 
rechthoekig op elkaar (verwisseling der punten P en P/. 

b) Bij het doorloopen van ellips en cirkel (a), de eerste 
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als projectie van den tweeden, wentelt zich de raaklijn 
aan de ellips, uitgaande van den top der as 2a, aanvan- 
kelijk sneller dan die aan den cirkel; daarna langzamer. 
Blijkens de evenredigheid (1) heeft de overgang (gelijke 
snelheid van wenteling) plaats als GP = GP’; daarbij zijn 
de tangenten der hoeken der raaklijnen van ellips en cir- 


kel met de as 2a V Á en 6 Dezelfde evenredigheid 


geeft een eenvoudige constructie der punten, waarvoor de 
genoemde snelheden van wenteling een gegeven verhou- 
ding hebben. 

c) De hoek tusschen de overeenkomstige raaklijnen van 
ellips. en cirkel is gelijk aan Z PSP =ZBOP’ (4 B'OP), 
zooals men gemakkelijk nagaat, als men in aanmerking 
neemt, dat in den harmonischen stralenbundel (P’‚, B’, G, B, 0) 
het stralenpaar P’B’, PB rechthoekig en dus P’B bissectrice 
van ZPP/O is. Daaruit volgt een eenvoudige constructie 
van de twee overeenkomstige raaklijnen, die een gegeven 
hoek, of die den grootst mogelijken hoek insluiten : voor 
het laatste heeft men een raaklijn te trekken uit OQ aan 
cirkel (BB’). Zooals begrijpelijk is, komt deze maximum- 
waarde van den hoek der raaklijnen met het bovengenoem- 
de moment van gelijke wenteling der raaklijnen overeen. 

d) De krommingsstraal oe van de ellips is gelijk aan dien 
van den cirkel «, als, volgens (4) 


GP ja. 
| ap Vo 
ORULGB GP’ GPe GB==ag Babes vrab?e:b,een. uit 
A GB/P’ (GBP) 


Cos al / b 
cosa Va 
Combineert men deze betrekking met (5), dan vindt men: 


'b? —_L Re —t 
mal in 2 2 zn Jen we zele 2 je 
tga (vate ) 5 ten VE Cd, ) “© 
e) Verwisselt men de punten P en P' (verg. a)en noemt 
de nieuwe, daarbij behoorende krommingsstralen 0, en c,/, 
dan is Dre GE ij b 
G TANTE 
Bij vergelijking met (4), omdat 2,’ ==, 
pp, = ab. 
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Dit is de betrekking, die bestaat tusschen de krommings- 
stralen in punten der ellips, waar de raaklijn in het eene 
loodrecht is op de raaklijn aan cirkel (a) in het overeen- 
stemmende punt van het andere. br gevallen : in 


b? 
de toppen zijn de krommingsstralen de en 5 ‚is o de krom- 


b ì 
mingsstraal, die gelijk is aan a [zie d)], dan is ep, =b; in 
het punt, waar raaklijn aan cirkel en ellips gelijke wente- 
lingssnelheid hebben [zie b)] is ep —=o, —=Wab. 

f) Toegevoegde raaklijnen der ellips correspondeeren 
met punten P en Q, verkregen uit punten P’ en Q/ op de 
uiteinden van een middellijn van cirkel (BB’); daar de 
som der kwadraten PG? + GQ/? constant is voor al derge- 


lijke punten P’ en Q/, is ook Rat e,* constant, als p en op, 
krommingsstralen zijn in de uiteinden van een paar toege- 
voegde middellijnen. Door in het bijzonder assen als toe- 
gevoegde middellijnen te beschouwen, vindt men 
ke Re at derde 
abs 

Uitbreiding. Construeeren wij bij twee ellipsen of twee 
hyperbolen (met hun toegevoegde hyperbolen) met gemeen- 
schappelijke as 2a den cirkel (BB’) op het verschil der 
halve assen b/—b en bepalen G zoo, dat BG: GB’ =b:b/, 
dan blijven de verkregen resultaten nagenoeg onveranderd 
geldig, wanneer men daarin a vervangt door 6’. Men vindt, dat 


/ 
de verhouding Ee evenredig is met GP* of omgekeerd even- 


2 / 9 
redig met GP’? ; en ( 5) = (: GE Ie b p MEA 


GP WT costasina' 
Bij twee hyperbolen is de limiet van de verhouding 7 R 
als de beschrijvende punten in het oneindige verdwijnen, 
cos? a’ sin a’ 


er, als «a en a/ de hoeken der asymptoten met 
cos? a sin « 


À N zo DO 
de as 2a zijn; of ook Lim. ==: 
, p be 
Bij twee parabolen met gemeenschappelijken top en as- 
richting, zijn de beide groote assen oneindig; zij vallen 
dus onder deze beschouwingen. Daarb:b’ hier =p: Vp’ 


òl 


is, moet de middellijn van cirkel (BB'), waarbij BB’ het stuk 
van een willekeurige ordinaat tusschen de twee parabolen 
is, verdeeld worden in reden van BG:GB’ =p: Ip. De 


limiet van de verhouding a is hier [door (3) of (4)] = Ven DE 


de grootste parabool de kleinste krommingsstraal. 

a) b) en ce) Opmerkingen als boven. Is, bij hyperbolen, 
bb a’, dan liggen de punten van gelijke wenteling en 
van maximum-hoek der raaklijnen op de toegevoegde hy- 
perbolen. Daar in geen der uitkomsten de gemeenschap- 
pelijke as 2a voorkomt, zijn de richtingen der raaklijnen, 
die de bijzondere punten markeeren, onafhankelijk van de 
grootte van die as. 

d) Gelijke bepaling van de overeenstemmende punten 
met gelijken krommingsstraal in de twee kegelsneden. Is, 


bij de hyperbolen, tg? « in (6) gelijk aan Ee di. 


a? =bB (bb) Hb B (b'b2), 
dan liggen de punten met gelijken krommingsstraal in het 
oneindige, is a? grooter dan deze waarde, dan liggen deze 
punten op de oorspronkelijke hyperbolen; kleiner, dan op 
de toegevoegde. 

e) Bij verwisseling der punten P en P vindt men, als 
het eerste paar overeenstemmende krommingsstralen pen p’ 
en het tweede paar ep, en p,’ is, 

Ee b 
Pa, Aen. 

Dit is de betrekking tusschen de krommingsstralen in 
punten, waar de raaklijn in het eene punt der eerste kegel- 
snede loodrecht staat op de raaklijn in het andere punt 
der tweede kegelsnede, en omgekeerd. 

f) Diametrale punten P en Q correspondeeren met 
onderling Se RAe der kegelsnede met 25. 


AN 
Voor deze blijkt (5 jn L ( 2) constant, en wel, door de 
assen te Pen 
Ren) eere Rene ben 


2 DE 
(wer) Dy 
g) diametrale punten P’ en Q/ correspondeeren even 
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eens met onderling rechthoekige raaklijnen der kegelsnede 
met 2b’; voor deze is 
2 2 
AP) Pe 
(ee) AR 

Beide constante waarden zijn onafhankelijk van a. 

Opmerking. De betrekkingen, genoemd in e), f) en g) 
vertoonen eenige overeenkomst met soortgelijke eigenschap- 
pen der kegelsneden. Het verband is gemakkelijk na te 
gaan, wanneer men de meetkundige plaats bepaalt van het 
uiteinde van het stuk GP, afgezet in de richting van den 
krommingsstraal o, waarmee zijn 3e macht evenredig is, 
dus loodrecht op BP. Deze meetkundige plaats blijkt een 
ellips te zijn met het middelpunt G en de assen evenwijdig 
met de assen der gegeven ellips. Dus is ook de meetkun- 
dige plaats van de eindpunten van de derdemachtswortels der 
krommingsstralen van een ellips, uitgezet van een standvastig 
punt in richting en grootte, een ellips, gelijkvormig met de eerste, 
maar 90° gedraaid; haar vergelijking is 

2 y? 
hin ds 


On 


Soortgelijk leveren, bij de uitbreiding, de derdemachts- 
wortels der verhoudingen van krommingsstralen van ellipsen 
of hyperbolen met gelijke reëele as 2a, in overeenstem- 
mende punten, uitgezet in de richting van de krommings- 
stralen van de eerste dezer ellipsen of hyperbolen, een 


ellips met de assen Ek en EE of (a en (5) ) 
naarmate de krommingsstraal der kegelsnede (b) of (b’) in 
den teller voorkomt; de verhouding dezer assen is b:b/ 
ofb’b; 

De betrekking e) komt dan overeen met de eigenschap, 
dat het product van twee middellijnen eener ellips, 
welker richtingscoëfficiënten voldoen aan de betrekking 


b de 
tas a tang — BR constant is. Men gaat in vierhoek 


B'P/BP gemakkelijk na, dat de richtingen der krommings- 
stralen BP’ en BP inderdaad aan deze voorwaarde voldoen. 
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De betrekkingen f) en g) komen overeen met de eigen- 
schap, dat de som van de omgekeerde kwadraten van twee 
onderling rechthoekige middellijnen eener ellips constant is. 

In het bijzondere, eerst behandelde geval van ellips en 
cirkel komt f) overeen met de eerste stelling van Apol- 
lonius; de tweede stelling van Apollonius zou geven, dat 
in de uiteinden van toegevoegde middellijnen het product 
ee, sin? w constant — ab is. 


Oplossing van W.H. SCHMELLING en C. VAN SPAENDONCK., 


Gegeven zijn: cirkel #° + y? =a? 
ellips bea atyt ab? 
cirkel #? 4-4? — y (a 4-5) Jab =0 
2ab 
__en het punt TE 

De oorsprong O, de punten B, G en B’ vormen een 

harmonische puntenrij : 
2ab 
0/0, 0/b, 0/—- ran Oja. 

G ligt op middellijn BB’, dus de x-as is poollijn van G. 
In welke richting we dus ook PP’ door G trekken, steeds 
zullen de overstaande zijden van den koordenvierhoek 
BPB'P’ elkander snijden op de x-as (volkomen vierhoek). 

De tangenten der hoeken, die BP’ en BP maken met 
de x-as verhouden zich als BO tot BO, d.i. als a:b. Dus 
de richtingen der gevr. raaklijnen. Laten we nu uit den 
oorsprong een loodlijn neer op B’P’ en uit het snijpunt met 
den cirkel een loodlijn op de x-as, dan wordt eenvoudig 
het punt bepaald van ellips en cirkel, waar ze geraakt 
worden door lijnen evenwijdig aan BP en BP’. 

De kromtestraal is evenredig met N% We hebben dus 
te bewijzen GP’ is recht evenredig met N3._ 

Daar GP’ Xx GP constant is, zal dan vanzelf de kromte- 
straal omgekeerd evenredig zijn met GPS. 

B’P’/ make met B’B een hoek «. Het punt, waarvoor dan 
de normaal aan de ellips bepaald moet worden, blijkt dan 
na eenige beschouwing van de figuur a cos a/b sina te zijn. 

BP’ is dan (a—b)cosa, dus: 

BA Eri [as sin? « + b? cos? a 
Oplossingen van Vraagstukken W, T. 7e Jg. 3 
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ich zak 
De wormaal is DE vl ja: sin? « + b? cos? af. 


De normaal dus recht evenredig zijnde met GP’ en de 
kromtestraal recht evenredig zijnde met N°, is zij ook 
recht evenredig met GP’? en omgekeerd met GPS, 


Opmerking. De volkomen vierhoek BPB’P' geeft tevens 
de richtingen der normalen voor diezelfde punten van 
cirkel en ellips. Punt B kan ook beschouwd worden als 
het hoogtepunt van een driehoek, welks basis op de x-as 
liet en waarvan de y-as een hoogtelijn is. PP’ is dan zijde 
van den voetpuntendriehoek. 


Het eerste gedeelte van de stelling gaat onveranderd door 
voor twee ellipsen met halve groote assen a en halve kleine 
assen ben b/. De cirkel heeft dan een middellijn b—b,, 
terwijl het punt G de middellijn verdeelt in reden van b, : b. 

We hebben nu echter twee krommingsstralen te be- 
schouwen, waardoor dus het laatste deel van de stelling 
vervalt. 

Bij parabolen met denzelfden top en gelijke asrichting, 
wordt de cirkel beschreven met het verschil der parameters 
als middellijn, terwijl G de middellijn weder zoo deelt, 
dat er een harmonische puntenrij ontstaat ; dan blijft steeds 
de x-as poollijn van G. 


165. Van een vierzijdige pyramide is het grondvlak gegeven. 
Gevraagd de meetkundige plaats van den top als de pyramide 
een vierkant tot doorsnede zal kunnen hebben. 

Dr. H. Vo DRK 


Opgelost door C, A. CikoT, Mej. D. A. CREMER, H. A. v. 
DINTER, W.F. GISOLF, Dr. H. v. D. KAMP, J. Wi BG 
PROPER, C. v. SPAENDONCK. 


Oplossing van Dr. H. v. D. KAMP. 


Noemen we het grondvlak ABCD en de snijpunten van 
twee overstaande zijden E en F, dan moet de top gelegen 
zijn op den bol die EF tot middellijn heeft, opdat de door- 
snede een rechthoek zij. Noem de snijpunten der diagonalen 
van ABCD met de lijn EF: G en H,‚ dan moet de top liggen 
op den bol met GH tot middellijn, opdat de doorsnede een 
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ruit zij. De doorsnede dezer beide bollen is de gevraagde 
m. p. 
Valt een der punten G en H in het oneindige, dan wordt 
de m.p. de groote cirkel loodrechtop EF. Ligt omgekeerd 
één der punten Een F in het oneindige, m.a w. is het gegeven 
grondvlak een trapezium, dan is de m.p. de groote cirkel 
van den bol met GH tot middellijn en loodrecht op GH. 
Is het grondvlak een parallelogram, scheef, rechthoekig of ge- 
lijkzijdig, dan gaat de m. p. over in de punten in het oneindige, 
en is eindelijk het grondvlak zelf een vierkant, dan voldoen 
alle punten der ruimte aan de voorwaarde. 


Oplossing van C. A. CIKOT. 


Een vlak dat het zijdelingsch oppervlak eener vierzijdige 
pyramide wil snijden volgens een parallelogram moet even- 
wijdig zijn met de twee snijlijnen van de overstaande 
zijvlakken; de zijden van het parallelogram loopen even- 
wijdig met die lijnen. Alle parallelogrammen, die men 
door evenwijdige verplaatsing van het snijdend vlak krijgen 
kan, zijn gelijkvormig; willen nu deze parallelogrammen 
rechthoekig zijn, dan moeten derhalve bedoelde snijlijnen 
loodrecht op elkander staan; die snijlijnen gaan nu ieder 
door een van de twee snijpunten van de twee paren over- 
staande zijden in het grondvlak, en daarom moet de top 
liggen op het oppervlak van den bol, die de buitendiag. 
van dien vierhoek tot middellijn heeft. Maar, daar het 
parallelogram ook een ruit moet zijn, moeten de diag. 
loodrecht op elkaar staan, m.a.w. de doorgangen van de 
diag. vlakken op het vlak, dat door bovenbedoelde snij- 
lijnen gaat, moeten loodrecht op elkaar staan. Hieruit 
volgt dat de top ook moet liggen op het oppervlak van 
een bol, die tot middellijn heeft dat stuk van de buiten- 
diag. in het grondvlak, dat de twee andere diag. door 
hun snijding daarop bepalen. Ten slotte blijkt, dat de 
gezochte m.p. de omtrek van een cirkel is, waarvan het 
vlak loodrecht op de buitendiagonaal staat. In het grond- 
vlak kan men de twee cirkels construeeren, volgens welke 
dat door de twee bollen gesneden wordt. Daar iedere 
diag. van een vierhoek door de twee andere harmonisch 
verdeeld wordt, snijden die cirkels elkander rechthoekig; 
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hieruit volgt nog dat men een derden bol kan aanwijzen, 
op welks oppervlak de top moet liggen. 


Opmerking. Dit vraagstuk is uit een Fransche verza- 
meling (Hadamard?) terecht gekomen op het mondeling 
examen voor Kr. in 1906, 


166. Toon aan dat de reeksen 


Zn 
oge gra 


en 


dier Oh Oel ZE ie eet dl EE 
he) ER | 
dezelfde functie voorstellen in hun gemeenschappelijk conver- 
gentiegebied. 
(Whittaker, A course of modern analysis.) 
Dr.H. VD, KME 
Opgelost door H. v. DINTER, Dr. H. v. D. KAMP, 
C. Vv. SPAENDONCK. 


Oplossing van H. VAN DINTER. 


Stelt men, indien de reeksen convergecren, 


23 25 
Bz | 327 52 | OE 
dan vindt men door differentieeren : 
Eea: Zh 1 EE d 
EREN U Te » log , 
N ETEN le E 
dus : dE == log Te dz. 
In de tweede reeks (p) stellen we Ze td 
jk OE OLE 
Palts tees 
Door differentieeren vindt men : 
dons l he | 
dg ge B Mes 
Nu heeft men, (Cfr. Frenet. Recueil etc, No. 130 p. 100): 
bgsine _ 2 2.4 


GS) S : 
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Deelt men door 2e en vervangt men daarna « door iz, 
dan komt er: 


log (Lai el 
Hate 


Zoodat 
log | Te 
ene an 
Verder: B 2 de an) dz. 


EEE 
Substitutie dezer waarden geeft: 


1 15 
dp = log En 


dz, 


waaruit volgt: F=pC, 
waarin C een willekeurige constante is. Stelt men z=—=0, 
dan blijkt dat C=0 is, derhalve F=g. 
Opmerking van C. Vv. SPAENDONCK. 
Stelt men z=w diy =e(ecosdJising) dan gaat de voor- 


{1 (voor welke de differentiatie wettig is) 


waarde Een ee 4 
td 
over in de volgende: 
4p° CI 
pt — 20° COS 26 +1 ; 
en aan deze is voldaan zoolang buiten de waarden 
v(l J- cos? 6) + COS 6 ligt. 

Beschrijft men nu beide cirkels 
e= (1 —+- COS? 6) + cos ben den cirkel 
p=l, dan is het gemeenschappelijk 
deel der drie cirkels het gemeenschap- 
pelijk convergentiegebied der beide 
reeksen. Het wordt voorgesteld door het geärceerde 
gedeelte in bijgaande figuur. 


167. Gegeven twee cirkels, die elkander onder een rechten 
hoek snijden, en een cirkel, gaande door hun snijpunten en hun 
middelpunten. 


58 


Te bewijzen, dat de macht van een punt ten opzichte van 
laatstgenoemden cirkel gelijk is aan de halve som van de mach- 
ten ten opzichte van de beide eerste cirkels. Dr.J KO8R: 


Opgelost door W. B. BROCX, Mej. D. Ak CREMER, 
Mej. Dr. A. A. DALHUISEN, H. v. DINTER, Dr. J. GEEST, 
Jente Gre ROPER, Dr J. Rose, W. SCHMELLING, 

C. Vv. SPAENDONCK 


Oplossing van Mej. D. A. CREMER. 


De middelpunten van de gegeven, elkander onder een rech- 
ten hoek snijdende, cirkels noemen wij M en N, de stralen 
R en r. Het middelp. O van den cirkel, die door M en N 
en door de snijpunten van de beide gegeven cirkels gaat, 
moet dan zijn het midden van MN. Zijn straal is dus 
V(RE der®). 

De macht van een punt P ten opzichte van cirkel M is 
PM? —R?, die van P ten opzichte van cirkel N, PN? — #2, 
en eindelijk die van P ten opzichte van cirkel O, PO? — 
EERE jr2) 

PO is een zwaartelijn van A PMN, dus 

PO? =4PM? 4PN? — 4 (R? J-r?). 

De macht an ee Han en van den cirkel O is dus 
LPM? +—4PN? Lr?, hetgeen gelijk is aan de halve 
som van de a van P ten AUS van de beide 
gegeven cirkels. 


Oplossing van C. v. SPAENDONCK. 


Het is meetkundig duidelijk dat het middelpunt van den 
cirkel gaande door de snijpunten en middelpunten der ge- 
geven cirkels midden op de verbindingslijn der beide mid- 
delpunten ligt. 

Zijn nu de vgl. der beide cirkels 

F ==? Jy? +2axn 4 2by de = 0. 

GE ri Er Zare ded 
dan is de vgl. van den cirkel door de snijpunten en mid- 
delpunten 


k 
Kat tythlatpDetbtf)y+ GE=0 
en dus voor een willekeurig punt x,y, 


EF, +G)=K 
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Oplossing van Dr. J. GEEST. 


Laten C,=0 en C,=0 de normaalvergelijkingen der 
beide eerste cirkels zijn, dan is de normaalvergelijking van 
den derden cirkel BO1 els 0, prierin is Ét ae ver- 

k, +k, k, 
houding van de stukken waarin de verbindingslijn der 
middelpunten van de eerste cirkels door het middelpunt 


van den derden verdeeld wordt. Uit de gegevens van 


’t vraagstuk volgt nu ten duidelijkste Ti 1, dus wordt de 
CC, 
5 Ee: 


vergelijking 


Substitueert men in ’t eerste lid der normaalvergelijking 
de coördinaten van een willekeurig punt, dan stelt het 
resultaat der substitutie de macht van dat punt ten opzichte 
van den cirkel voor. Hier geeft dit respectievelijk 


Ol, IC, en OF 


waarmee de stelling bewezen is. 


168. Vier vaste raaklijnen aan een kegelsnede vormen met 
een veranderlijke vijfde raaklijn een vijfhoek van Brianchon. 
Men vraagt 

le. de meetkundige plaats van het punt van Brianchon van 
dien vijfhoek. 

2e. de correlatieve eigenschap aan te geven. Drs. ROSE 


Opgelost door Dr. J. ROSE, C. v. SPAENDONCK. 


Oplossing van Dr. J. ROSE. 


Zijn A, B, C, D, E en F de vijf snijpunten der raaklijnen 
en het raakpunt van de veranderlijke raaklijn DE. Deze 
laatste bepaalt op de vaste raaklijnen AE en CD twee 
projectieve puntreeksen (E), (D). Dus zullen de rechten 
AD en CE, die het punt van Brianchon (b) bepalen, twee 
projectieve bundels beschrijven. Het punt 5 doorloopt dus 
een kegelsnede, die door de drie vaste punten A, B, C gaat. 
Met behulp van de dualiteit leidt men hier onmiddelijk uit 
af, dat vier vaste punten van een kegelsnede en een 
veranderlijk punt een Pascalschen vijfhoek bepalen; de 
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pascallijn van den zeshoek omhult een kegelsnede, die 
aan de drie vaste lijnen raakt. 


169. Gevraagd van uit een gegeven punt als middelpunt een 
boi te beschrijven, die harmonisch in- en omgeschreven is aan een 
gegeven ellipsoïde. 

De meetkundige plaats te bepalen van de middelpunten der 
bollen, die gelijktijdig harmonisch in- en omgeschreven zijn aan 
de ellipsoïde. Dr. J. Rose. 


Opgelost door Dr. J. ROSE, C. Vv. SPAENDONCK. 


Oplossing van Dr. J. ROSE. 
AE En 
Ltd b? ES ED ee if Te 0, 
Ve (BP Het RO 


de vergelijkingen van de ellipsoïde en van een willekeu- 
rigen bol, dan zijn de invarianten O en ©’ voor deze twee 
oppervlakken | 


e Den! 2 RENEE A ed 2 2 
9) =p JB? Jy a D—c*—R ), 
le Rl): 


Te? 2? y? 
O rt d b? | 5 
le. Men weet, dat O =0, als S’ harmonisch omgeschre- 
ven is aan ®. Dus is de straal van den gezochten bol 
Ri att Bid yt (afd be TCN 
d. w.z., dat de gezochte bol den bol van Monge rechthoekig 
snijdt. Het is dus voldoende van uit het gegeven punt als 
middelpunt een bol te beschrijven, die de raaklijn van uit 
dat punt aan den orthoptischen bol van de ellipsoïde tot 
straal heeft; de bol is bestaanbaar, als het gegeven punt 
buiten den bol van Monge ligt. 
2e. Als S’ harmonisch beschreven is in S, dan is © —=0, 
en dus 3 
a? 2? ld Beel 1 
Re (5 tE Cen 1) (oe pd ol Ra 
De overeenkomstige bol S’ is bestaanbaar, als het gege- 
ven punt buiten de ellipsoïde ligt, en heeft een straal nul, 
als het punt op de ell. gelegen is. 
3e. Het middelpunt van een bol, die tegelijkertijd har- 


5) 


monisch om- en ingeschreven is aan de ell. voldoet aan de 
vergelijking, die men verkrijgt door R? te elimineeren uit 
geen (2): d.w.z. 


(erat) + (Br) (LE) 
(rze)(E+ ijt 


De meetkundige plaats van dat middelpunt is dus een 
ellipsoïde, concentrisch met de gegevene. 


Oplossing van C. Vv. SPAENDONCK. 
Zij et 
G= a? ee ES ee 


De discriminant van EF — A 5 heett den vorm 
MAL ABO Alp AB J- A2 = 0, 

Alleen de tweede en vierde coëfficiënt hebben betrek- 
king op het vraagstuk. 

Immers indien 6,0, is het mogelijk in F een viervlak 
te beschrijven dat toegevoegd is aan G. 

Is 4, =0 dan is het mogelijk om F' een viervlak te be- 
schrijven dat aan G toegevoegd is. 

Nu kan men den diseriminant schrijven in den vorm 


— 1, 


et Hen wedn 
AT 
en hieruit di men op het oog dat 
0, Ee et eed Ge j: 
-L gh jn 1 ) 
B ese bedenk 
Deze eN gelijk nul gesteld geven in beide 
gevallen vergelijkingen om bij gegeven f, g, h den straal 
te berekenen. De eerste vgl. geeft aanleiding tot een 
eenvoudige meetkundige constructie. De straal is nl. gelijk 
aan de raaklijn van uit fgh aan de bol 
a dy? dz =a? db de? 
De andere waarde van r kan geconstrueerd worden 
volgens de gewone methoden. 
Om de gevraagde meetk. plaats te vinden, elimineert 
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men r uit de beide val. Immers deze moeten dan dezelfde 
waarde van r opleveren. Men vindt de ellipsoïde 
fr (ab? + etat) + g° bo? H ab?) + A? (e?a? J bie?) = 
Zatbiet dat {bi 6) DCE U) AG (ON 


170. In „De Gelder, Meetkundige Analysis”, uitgegeven door 
het Wiskundig Genootschap (1888) staan op blz. 230 de vol- 
gende 5 vergelijkingen, die betrekkingen aangeven tusschen de 
zijden a, b, c, d en e, en de diagonalen p‚ q, r,‚ s en tvan een 
ingeschreven vijfhoek, opgegeven als onafhankelijk. 


pq =C8 Abd. ine 
qr == bi Haen 
rs-==apde be. an 
sl eg Had 


ip dre 
Bewijs, dat dit onjuist is, en 


bd dat wit drie dezer vergelijkingen 
LE 


de twee andere volgen. 
H. G. A. VERKAADD 
Opgelost door Mej. D. A. CREMER, Mej. Dr. A. A. DAL- 


HUIZEN, W. SCHMELLING, C. V. SPAENDONCK, 
H. G. A. VERKAART. 


Oplossing van H. G. A. VERKAART. 


Laten (1), (2) en (3) b.v. gegeven zijn, dan zullen we 
daaruit (4) en (5) afleiden. 


Uit (1) volet: DE EE 
Uit (2) volgt : en Sen 


Substitueeren we deze waarden in (3), dan krijgen WE 
na een kleine vereenvoudiging (4). 
Deze eliminatie kan ook in determinantvorm geschieden: 


q 0 cs + bd 
Or ge DE sl 
te See 
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Telt men a X de 1ste rij bijg X de 3de rij, dan heeft men: 
q 0 cs —J bd 
0 q DIE de 
0 qs acs + abd J- beg 
Hieruit volgt: 
j bt + ac | EEn 
s acs + abd + beg ed 

acs + abd + beq + bts + acs = 0 

st —eq + ad 

In (4) komen van de grootheden a, b, c, d, e de groot- 
heden b en ce niet voor. Wij kunnen dus ook trachten (4) 
te krijgen “door «uit (1), (2) en (3) ben c te elimineeren. 
Het resultaat is: 


sl 


d s pq 
t aq qr = 0 
e 0 —_ AP + rs 


Trekt men a Xde 1ste rij af van bX de 2de rij, dan 
verkrijgt men : 


d s pq 
st—ad 0 — apq + grs |= 0 
e 0 — Ap +18 
Hieruit volet: 
st—ad q(—ap rs) en 
e —_ap drs) | 
st — ad — eq = 0, 
iN UE 


Op geheel dezelfde manier als hier (4) uit (1), (2) en (3) 
is afgeleid. kan men ook daaruit (5) afleiden, door 
ÖLroees: 
òf a en b te elimineeren. 


Oplossing van C. VAN SPAENDONCK. 

Een vijfhoek is bepaald door zeven gegevens. Kent men 
van een ingeschreven vijfhoek de zijden en diagonalen, 
dan kent men twaalf gegevens. En dus moeten er vijf 
onafhankelijke betrekkingen bestaan tusschen de elementen 
van den vijfhoek. Van de opgegeven betrekkingen zijn 
er maar twee onafhankelijk. Immers de meetkundige be- 
teekenis van twee der vergelijkingen is, dat de vijfhoek 


Ht 


in een cirkel kan ingeschreven worden, en hiermede zijn 
de drie andere vgl. gegeven. Maakt men geen gebruik 
van het theorema van Ptolemaeus dan heeft men drie be- 
trekkingen noodig om er de rest uit te kunnen afleiden» 
Dit is de bedoeling van het vraagstuk dat aldus wordt 


opgelost. 
Neem de vgl. (3) en (5). 
ap + be 
ens 
r 
p dr + ce 
Pp 


En apce + be (dr + ce) 
pr 
Lr bk 


volgens (5). 


== ad Den )_ if En = volgens (2) 


pr 
= ad + En 
Men heeft dus van (2), (5), (5) PEPE gemaakt om (4) 
af te leiden. 


171. Jm elken driehoek heeft men: 


H. G A. VERKAART. 


Opgelost door W. B. BROCX, Mej. D. A. CREMER, 
Mej. Dr. A. A. DALHUISEN, H. v. DINTER, W. SCHMELLING, 
C. Vv. SPAENDONCK, H. G. A. VERKAART. 


Oplossing van H. G. A. VERKAART. 


Zooals bekend is heeft men in een scherphoekigen A 
voor den afstand van het middelpunt van den omg. cirkel 
tot de zijde a, 


Hieruit volgt: 
Zal@R—-r, tr)=40 


Zar =ladbte)RH(adbde)r—40 
=d (abe) R—20 
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Pa BEL 1 
bere Re 
Is de driehoek stomphoekig, b.v. in A, dan is 


nn (R— Seek 


maar dan is ook tevens. 
— ad, + bd, + cd, —= 20, 


zoodat ook in dat geval de bewijsvoering doorgaat. 


Oplossing van Dr J. ROSE. 


1 1 
Men heeft 2 7 — AT Dr rr an 
OORD TE 2D Oe 


Sede aen RE pT. 
Se En ER + 1) abc abe abc 


enn ler AL 
Sd Een 2e 
Oplossing van H. v. DINTER. 
Laten M_ M, M‚ de middelpunten der aangeschreven 


cirkels zijn; zooals bekend is, gaan de loodlijnen uit M, 


enz. op a neergelaten door het middelpunt van den omge- 
schreven cirkel van M_ M‚ M , welke cirkel 2R tot straal 


heeft. Beschouwing der figuur geeft terstond de iden- 
titeit : 
+ (ar Rr )=(ad-bte R—O0 
als O het oppervlak van ABC voorstelt. 
Deelt men beide leden door 4 abc, dan komt er 


le 
20 
at iK 
Je Ine. ‚ 40 B ee el 
1 En Ri EI 


Oplossing van Mej. D. A. CREMER. 
Gevraagd is te bewijzen: 
EA Ce 
be ac fj 
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of: ar, + brij Her, 20 = CE, 
indien O het oppervlak van A ABC voorstelt. 

Zijn D, E en F de middelpunten van de cirkels, aange- 
schreven aan de zijden a, b en e van A ABC, dan is 2 X 


het oppervlak van A DEF = ar. + De Chn 20, zoodat 


we nog moeten aantoonen, dat 2 X A DEF En is 


Een Ane ee rs EF = 
sin A 


Nu is AE = eur net 
sin 4 Â sin £ A’ 


De hoogtelijn DA van A DEF is EE ‚ hieruit volgt, dat 
5 be as Be: ___abes En 
sintAcostA besintAecostÂ 


2abes __abes _ abe 


Vabsin A 1 er 
zoodat het gevraagde bewezen is. 


172. Op de zijde AB van A ABC wordt buitenwaarts een 
A ABD beschreven, welks zijden AB, BD en DA zich verhouden 
als m:n:p. Gevraagd de lijn CD te berekenen. 

H. G. A. VERKAART. 


Opgelost door Mej. D. A. CREMER, Dr. J. ROSE, C. v. 
SPAENDONCK, H. G. A, VERKAART. 


Oplossing van H. G. ÀA, VERKAART. 


vi Trekken we BE en 
DF | AC en AG | BD, 
en verbinden we G met 
E en F, dan zijn BEAG 

xp en DFAG koordenvier- 

(t_hoeken, waaruit volgt 

4 Zl, LGEA=LGBA en 

it ed LGFA =/ GDA. 
De AAEFG en ABD zijn dus @. Noemen we verder 

BE =h, AG =h,, AESd BG=d;, dans hebbenmmemn 


IC MGEENREBE EG — en 
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n n 
Dus EF ne: EE B (hh, +-dd;). 
AF = En (hh, + dd) —d. 


2 
In A CDA hebben we: CD? — b? + En 2 XAF. 


Stellen we de opp. der AA ABC en ABD voor door O 
en O,, en vervangen we d en d, door hunne waarden 
me neet PEG dan vinden we, na her- 

2b 2mn 
tens 2n OD (meen par delmt Ent pe) DE H 
Jam 2 
Hema tpet 
Is A ABD gelijkzijdig, dan wordt dit: 
2CD? = a? db? 4e? H4Orv8. 

Door goniometrie te gebruiken, kan men het boven- 
staande resultaat gemakkelijker vinden. 
CD? — BC? + BD? —2BC Xx BD cos CBD = 


sns GP si 20n0 ee 
ee Bp) 


n?c? _Zanc Janc … 
== (he COS B COS ERD 
IE me? Jon Pd on p 
Nn EA en 
me? m Zac Î Imn 


Bane 201205 


d one TE en 
m 
2m CD? =2mta? J- 2n?e? — (m2 J-n? —p?) (at —b? Le?) 
16m? 00, 
ar oe 
ne ie de Oe hie 
16m OO, 


Fm partje 


Oplossing van C. Vv. SPAENDONCK. 
De zijden van den op AB beschreven driehoek zijn c‚a,, 


enso zijne hierbiwsehik aan 5 en be per lijn CD 
zij gelijk aanc,. In den vierhoek ABCD ligt a tegenover a, 


Stelt men nu het oppervlak der driehoeken ABC, ABD 
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resp. gelijk aan O, en O, dan heeft men de bekende be- 
trekking 
O, +0, == rec? e,* — (a? Ha? —b? —b,2)2|. 

Verhef nu beide leden in het kwadraat en vervang O,? 
door + (2 24°b? — Xat), op dezelfde wijze substitueerende 
voor 0;°. Na herleiding vindt men voor c‚ de volgende 
uitdrukking 
DEV [eter (asha) (atb) (ar) 
HOV [sss (sa) (s—D) (5 —O (sj — a) (ob) 81 —0)] | 
indien 2s =aJ-b-e, 2s, =a, Hb, +-C. 


Opmerking. De gevonden waarde van c,‚ is een wortel 
van de volgende vgl: 


1 1 1 1 
jj 0 6 b? in 
1 G 0 ú2 On 0 
1 b? a? 0 re 
en qr Dn Cn 0 


opgevat als biquadratische in c‚. 

Daarbij is het positieve teeken te nemen indien de drie- 
hoek ABD buitenwaarts geconstrueerd is, het negatieve 
indien de driehoek binnenwaarts genomen is. De deter- 
minantvgl. is de betrekking tusschen de 6 verbindingslijnen 
van vier punten. Laatstgenoemde methode is iets bewer- 
kelijker dan de bovenstaande. 
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Examen-Opgaven in 1909, 


TECHNISCHE HOOGESCHOOL. 


PROPAEDEUTISCHE EXAMENS. — MEI 1909, 


Stelkunde. 
1. De reeks 


iË ge 37 4P 
En Ree ek) ER. ETE. 
AFDPTL HP Bett gift! 
waarin » en q bestaanbare getallen zijn, convergeert 
wanneer q ) 1 is. 
Bewijs dit. 
2. De vergelijking 
meat — 2m? +2 —1=0 
heeft twee onbestaanbare wortels, wanneer m#1 en drie 
gelijke wortels, wanneer m=l is. 
Toon aan dat dit uit de functies van STuRrM blijkt. 
8. Wanneer de vergelijkingen 
arn? + be He =0 en Bea 
een gemeenschappelijken wortel bezitten, dan is 


. ee éé 


a C 


b 
hie — 0. 
C U 


a 
b N 
Bewijs dit. 


Determinanten, Differenttaal- en Integraalrekening 
voor Technologen en Mijningenieurs. 


1. Bewijs: 
gaen ot 
xv y? ez? 
Er 

Wiskundig Tij dschrift, 7e Jaargang. 1 


=(y—w) (2 — y) (ae — 2) (ye H za Hay). 
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2. Bepaal het oppervlak gelegen tusschen de kromme 
y° (a—ae)=b?r en de asymptoot dier kromme. 
8. Los de volgende differentiaalvergelijking op: 


met) Bet Hp 


Bepaal de integratieconstante zoo, dat de kromme lijn, 
door de oplossing der differentiaalvergelijking voorgesteld, 
een stuk 2 van de lijn y= afsnijdt, gerekend van af 
den oorsprong. 

Geef door een figuurtje het verloop der kromme aan. 


Differentiaal- en Integraalrekening. 


1. Een stelsel van hyperbolen is gegeven door de 
vergelijking 
n° —y? — Zur Joy J w=0, 
waarin de letters u, v en w veranderlijke parameters 
voorstellen. 
Wanneer al deze hyperbolen met den cirkel 
dys 
eene driepuntige aanraking hebben, dan is de astroïde 
ui + vg 
de meetkundige plaats van hunne middelpunten. 
Bewijs dit. 
2. De kromme 


(2? dy?) = Zaxy® 
heeft in het eerste quadrant eene lus. 
Bereken den inhoud van het lichaam, dat ontstaat, 
wanneer deze lus om de X-as wentelt. 
3. Integreer de differentiaalvergelijking 


ann 0 
Meek 
d he 
atyn 


Analytische Meetkunde voor B. 1, Scheik. 1, M. L 


1. A is de top, P een willekeurig punt eener parabool; 
de raaklijnen aan de parabool in A en P snijden elkaar 


3) 


in S. Het brandpunt der parabool is F, het voetpunt der 
loodlijn, uit S neergelaten. op PF, is V. 

Bewijs, dat SV = SA. 

2. Van een punt A zijn de coördinaten 2 en 0; van 
een punt B zijn zij —8 en 0. 

a. Bepaal de vergelijking van de meetkundige plaats 
der punten P, waarvoor PA:PB =1:2. 

b. Bepaal de coördinaten van den top C van een drie- 
hoek ABC, waarvan de zwaartelijn uit den top 5 is, 
terwijk CA :CB=1:2. 

3. Gegeven zijn de kegelsneden: 

sx? — day — Ay? +4y —12=0 
en 3u? —2y? + 6y — 12 =0. 

a. Bepaal hare snijpunten en toon aan, dat de kegel- 
sneden elkaar raken in één punt (P) en snijden in twee 
andere punten (Q, en R). 

b. Bepaal de vergelijking der ellips, die door het raakpunt 
P gaat en de snijpunten Q, en R tot brandpunten heeft. 

c. Bewijs, dat deze ellips de beide gegeven kegelsneden 
in P rechthoekig snijdt. 


Analytische Meetkunde, voor C. 1, W. IL, Scheepsb. 1, E. LL 


1. A is de top, P een willekeurig punt eener parabool; 
de raaklijnen aan de parabool in A en P snijden elkaar 
in S. Het brandpunt der parabool is F: het voetpunt der 
loodlijn, uit S neergelaten op PF, is V. 

Bewijs, dat / ASF =Z ESV. 

2. Gegeven is de parabool 

| Went rz ee 0: 

1°. Bepaal de vergelijking van het oppervlak, dat deze 
parabool beschrijft bij wenteling om de X-as. 

29, Bepaal de vergelijking van het oppervlak, dat de 
parabool beschrijft, iudien zij zich zoo verplaatst, dat 
vlak en as evenwijdig blijven aan den oorspronke- 
lijken stand, terwijl de top der parabool een cirkel 
beschrijft met de vergelijkingen : 

tn 0 At 
8. Een oppervlak O0? heeft tot vergelijking: 
Ben ede gt je 
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1°, Bepaal de vergelijking van de orthogonale projectie 
van 0? op het vlak X0Z. 

29, Bepaal de vergelijking van de schaduw van 0? op XOY 
voor eene lichtbron, die tot coördinaten heeft 2; 1; 2. 

39, Bepaal voor ieder der beschrijvenden van 0? door den 
oorsprong de vergelijkingen harer projecties op XOZ 
en YO0Z. 


Beschrijvende Meetkunde. 


TI. Centrale projectie. Gegeven zijn de kruisende rechte 
lijnen V‚D,, V‚D, en Z. De twee eerste, liggen 
keurig, de laatste ligt in het tafereel. Bepaal het middel- 
punt van het parallelopipedum, welks ribben langs deze 
drie rechten vallen. 


IL. Scheeve projectie. Een omwentelingskegel (straal 8 cM., 
hoogte 15 cM.) staat met zijn grondvlak op het horizontale 
vlak; zijne as ligt in het verticale vlak. De kegel wordt 
afgeknot door een vlak, dat de as van projectie rechts 
van de hoogtelijn snijdt op een afstand van 12 eM. en 
welks verticale doorgang de as van den kegel snijdt in 
een punt op 10 eM. boven de as van projectie gelegen ; 
terwijl de horizontale doorgang een naar links geopenden 
hoek van 45° met deze as maakt. 

Projecteer den afgeknotten kegel scheef op het verticale 
vlak als tafereel. Richting der projecteerende stralen: de 
verticale projectie maakt boven de as een naar rechts 
geopenden hoek van 30°; de horizontale projectie maakt 
onder de as een“naar rechts geopenden hoek van 45°. 


II. Rechthoekige projectie. Gegeven zijn: 

le. Eene wig van Wallis. De grondeirkel ligt in het 
horizontale vlak voor het verticale, heeft een straal van 8 cM, 
en raakt aan de as van projectie in het punt A. De scherpe 
kant ligt 8 cM. boven het horizontale vlak en maakt een 
hoek van 45° met het verticale (opening naar rechts). 

2e. Een omwentelingskegel. De grondeirkel ligt in het 
horizontale vlak, heeft een straal van 5 cM. en raakt aan 
de as van projectie in het punt B, dat op 9 eM. rechts 
van A is gelegen. Hoogte 15 cM. Bepaal: 

a. De punten der doorsnede van beide oppervlakken, 


5. 


gelegen in een vlak, door de as van den kegel loodrecht 
op den scherpen kant der wig gebracht. 

b. De raaklijn aan deze doorsnede in een dezer punten 
en wel in het punt, dat het dichtst bij het horizontale vlak 
en daarboven is gelegen. 

c. De beschrijvende rechten van de wig, welke even- 
wijdig loopen aan beschrijvende rechten van den kegel. 


Natuurkunde. Algemeene cursus, 1ste deel. 


1. Een ronde ijzeren staaf van 6 eM. middellijn rust met 
zijn einden horizontaal op twee steunpunten, die twee meter 
van elkaar verwijderd zijn. Het midden van de staaf is 
bevestigd aan een daar boven gelegen vast punt door een 
ijzerdraad van 1 meter lengte en 4mM*. doorsnede. Verder 
hangt aan het midden van de staaf een gewicht van 25 KG. 

Men vraagt te berekenen de spanning in den ijzerdraad, 
de grootte van den druk op de steunpunten, en de door- 
buiging van het midden van de staaf. 

E—= 20000 KG/mM?. 

De doorbuiging van een staaf, die met het eene uiteinde 
is ingeklemd en aan het andere einde belast is, bedraagt 
vii 
[SBE 

2. Beschrijf de methode volgens welke men waterstof 
vloeibaar kan maken, en geef de theorie daarvan. 


Technische warmteleer. 


1. Een staaldrad wordt omkeerbaar adiabatisch uitge- 
rekt. Welke is de verandering in temperatuur, die de 
draad daarbij ondergaat ? 

Gegeven: de aanvangstemperatuur 17° C.; de totale 
toename der belasting 25 KG; de lineaire uitzettingscoëf- 
ficient 0,000012 ; de warmtecapaciteit per meter lengte van 
den draad 0,0018 kg-cal; het mechanisch warmte-aequiva- 
lent 427 kgm/kg-cal. 

2. Men laat vochtigen stoom, waarvan de spanning p, —=8 
kg/em? en het dampgehalte #, = 0,912, omkeerbaar adia- 
batisch uitzetten totdat de spanning geworden is 1,033 
kg/em?. Hoe groot is na deze expansie het dampgehalte #, ? 
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Wanneer in de tweede plaats de verlaging van tempe- 
ratuur en spanning tot stand komt door continue adiaba- 
tische strooming door een buis met een regelkraan, waarbij 
dus voor de regelkraan de drukking =8kg/em? en achter 
de regelkraan — 1,033 kg/cm?, hoeveel bedraagt dan in 
den eindtoestand het dampgehalte x#,’ en met welk bedrag 
verandert daarbij de entropie per kg stoom ? (De verande- 
ring van het arbeidsvermogen van beweging van den stoom 
in zijn geheel worde buiten rekening gelaten.) 


Tempe- | Vioeistof- [Verdampings- cd T 
DAE: ratuur. warmte. warmte. TT 
8 _kg/em? | 169,5°C. | 171,5 486,7 0,488 


LON 1009 G, 100,5 596,5 0,314 


Verder te stellen; het soortelijk gewicht van water bij 
alle voorkomende temparaturen =1, & —= 421 kgm/kg-cal. 


Klectriciteit, beknopte cursus. 


1. Men heeft een batterij van 60 accumulatoren, in serie 
geschakeld; van iederen accumulator is de electromotorische 
kracht = 2 volt, de inwendige weerstand — 0,001 ohm te 
stellen. Van de polen P en N der batterij gaan uit twee 
draden PQ en NS, ieder 70,22 meter lang, en met een 
doorsnede van 4 mM middellijn; de soortelijke weerstand 
van de draden bedraagt 0,0000017 ohm-em. Tusschen Q, en 
5 zijn ingeschakeld 80 gloeilampen naast elkaar ; de weer- 
stand van iedere lamp bij het gloeien — 220 ohm te stellen. 

Gevraagd: 

a. de sterkte van den hoofdstroom ; 

b. de klemspanning van de batterij; 

ce. de electrische energie per seconde door de batterij 
geleverd; 

d. de electrische energie per seconde door de lampen 
verbruikt. | 

e. Wanneer tusschen Q, en S nog een verbinding wordt 
gelegd, waarvan de weerstand 4,81 ohm bedraagt, hoe 
groot is dan, als overigens alle verbindingen dezelfde 
blijven, het potentiaalverschil tusschen de punten Q, en S? 
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2. Van een magneet is de poolsterkte 200 cgs-eenheden, 
de poolsafstand 10 em. Te berekenen de grootte en de 
richting van de magnetische kracht in een punt P op 100 
em afstand van het midden M van den magneet, als nog 
gegeven is dat de verbindingslijn MP een hoek van 45° 
maakt met de magnetische as van den magneet. 


Natuurkunde. Algemeene cursus, 2de deel. 


1. Over twee evenwijdige draden A en Bis een draad C 
gelegd, die er een hoek van 80° mede maakt en tusschen 
de draden A en B 50 em lang is. De evenwijdige draden 
zijn verder met elkaar verbonden door een stroomgeleider, 
waarin is opgenomen een zilverdraad D van 4,9 cm lengtê 
en 0,5 mm dikte. De weerstand van de geheele geleiding 
bedraagt 0,006 ohm. De draden A, B en C bevinden zich 
in een magnetisch veld, dat op al deze draden loodrecht staat. 

Indien C verschoven wordt evenwijdig aan A en B met 
een snelheid van 60 em per seconde, zal in D een hoeveel- 
heid warmte vrij worden overeenkomende met 2500 ergen 
per seconde. 

Men vraagt te berekenen : 

a. de sterkte van het magnetische veld; 

b. de kracht, evenwijdig aan de draden A en B, noodig 
voor de verschuiving van den draad C. 

Soortelijke weerstand van zilver = 1,6 mikrohm-cm. 

2 Im een stelsel van stroomgeleiders als in een gegeven 
figuur *) wordt voorgesteld is in den tak AD een galva- 
nisch element opgenomen, en in den tak AC een stroom- 
meter. Het blijkt, dat de aanwijzing van dezen meter niet 
verandert, als men B en D met elkaar in contact brengt. 

Leid daaruit af den weerstand van het element, indien 
in den tak AD verder geen weerstanden voorkomen, en 
de weerstanden der takken AB, BC en CD respectievelijk 
4, 2 en 2 ohm bedragen. 

(Aanbevolen wordt bij het opstellen der vergelijkingen 
dadelijk de getallenwaarden in te voegen.) 


1) AC rechte liu, ADC halve cirkel, boog AD == boog AC, 
AB == BC (rechte lijnen). B ligt nabij D binnen den boog. 
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8. Geef een verklaring van de afstooting, die een koperen 
ring ondervindt, als hij op een verticale draadklos wordt 
gelegd, welke door een wisselstroom wordt doorloopen. 


Natuurkunde. Bijzondere onderwerpen. 


1. Een bundel evenwijdig enkelvoudig licht gaat door 
een polarisator en vervolgens door een gipsplaatje, gesle- 
pen evenwijdig aan het optisch assenvlak en waarvan de 
dikte =0,05 mm; de uitdoovingsrichtingen van het plaatje 
maken hoeken van 45° met het hoofdvlak van den pola- 
risator. Bepaal door berekening hoe het licht is gepolari- 
seerd, als het uit het plaatje treedt, en wat men zal waar- 
nemen, als men het vervolgens door een analysator laat 
gaan en dezen over 860° draait. 

Dezelfde vragen te beantwoorden voor het geval dat 
men het licht, als het uit het plaatje treedt, nog laat gaan 
door een !/,-A plaatje, waarvan een der uitdoovingsrich- 
tingen evenwijdig aan het hoofdvlak van den polarisator 
is geplaatst. 

Gegeven: de golflengte van het licht 0,588 u, de hoofd- 
brekingsindices van het gipsplaatje voor deze golflengte 
1,5305,1,5229, 1,5207, 

2. Wat verstaat men onder de numerische apertuur van 
het objectief van een miskroskoop ? Hoe kan men de nume- 
rische apertuur van een gegeven objectief meten ? Waarom 
moet zij voor een sterk objectief zoo groot mogelijk zijn ? 


Theoretische Mechanica 
voor Technologen (Prop.) en Mijningenieurs (Cand.). 


1. Een homogene rechthoekige plaat, waarvan de zijden 
896 en 48 eM zijn, slingert om een as door een hoekpunt 
loodrecht op het vlak van de plaat. In 5 sec. volbrengt 
de plaat 4 kleine slingeringen (onder een slingering wordt 
een heen- en weergang verstaan). Bereken hieruit de ver- 
snelling der zwaartekracht. Neem z =34. 

2. Een staaf, die met de verticaal een hoek van 60° 


maakt, wordt met een constante hoeksnelheid van a radialen 


per sec. gewenteld om de verticaal van het laagste punt 
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A der staaf, zoodat de hoek met de verticaal 60° blijft. 
Een materieel deeltje kan zich, onder de werking der 
zwaartekracht, zonder wrijving langs die staaf bewegen. 

Op het tijdstip £—0 bevindt dit deeltje zich in relatieve 
rust in een punt B van de staaf, zoodanig dat AB == 24 
CM is. Bereken den afstand van dat deeltje tot A op den 
blt tg 10 M) 

3. Een homogene cylinder met een straal r rust met 
een beschrijvende lijn op een ruw horizontaal vlak (wrijvings- 
coëfficiënt f. Men geeft den cylinder een horizontaie snelheid. 
v,‚ loodrecht op de as van den cylinder, en een hoeksnelheid 


w . In welken zin en hoe groot moet w, gekozen worden, 


opdat de cylinder na een zekeren tijd terug gaat loopen 
en nadat zuivere rolling is ingetreden een snelheid !/,v, 


(in tegengestelde richting als de beginsnelheid) heeft? 
Versnelling der zwaartekracht g. 


Candidaatsexamen. Juní 1009. 
Theoretische Mechanica. 


1. Op een, geheel vrij, stoffelijk punt P werkt, behalve de 
zwaartekracht, eene kracht, die naar een vast punt O gericht 
en evenredig is met de massa van P en met den afstand OP. 

Gegeven is, dat het punt zich op zeker oogenblik be- 
vindt in A (OA is horizontaal en heeft een lengte —= 4), 
terwijl de snelheid v, op dat oogenblik ook horizontaal 
en loodrecht op OA is. | 

Gevraagd de bewegingsvergelijkingen van het punt op te 
maken en daaruit af te leiden de baan en den omloopstijd. 

2. Een stoffelijk punt beweegt zich onder de werking 
van zijn gewicht in eene cirkelvormige buis, die om eene 
verticale middellijn als vaste as wentelt met de stand- 
vastige hoeksnelheid » . 


Wanneer dit punt zich op zeker oogenblik in betrekke- 
lijke rust bevindt in een der uiteinden van de horizontale 
middellijn der buis, wordt gevraagd te bepalen, hoe het van 
de grootte van w, afhangt, of het punt zich voortdurend 
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aan denzelfden kant van de wentelingsas zal bewegen, dan 
wel slingeringen zal maken, waardoor het zich af wisselend 
nu aan den eenen, dan aan den anderen kant van die as 
bevindt. 

La] 


3. Een biljardbal wordt, op ’t oogenblik dat hij met eene 
hoeksnelheid w, om de middellijn wentelt, die evenwijdig 


is aan de doorsnede van een hellend vlak en een horizontaal 
vlak, op dit hellend vlak geplaatst. De wentelingsrichting 
om die middellijn is zóó, dat het aanrakingspunt van bol 
en hellend vlak zich in de richting van de lijn van de 
grootste helling naar beneden beweegt. 

Als de wrijvingscoëfficiënt f =tga, en «a de hellingshoek 
van ’t hellend vlak is, wordt gevraagd te berekenen, na 
hoeveel tijd de bal 1 Meter in verticale richting zal ge- 
daald zijn. 


Toegepaste Mechanica. 1ste Zitting. *) 


1. Gevraagd wordt het weerstandsmoment voor een 
pompstang te berekenen. (Sectorvormig.) 

Toe te laten buigspanning 450 KG/M?. Normaal- en 
dwarskrachten mogen buiten beschouwing blijven. 

2, Gevraagd wordt de trekkracht in de stangen, welke 
aan beide einden kunnen scharnieren. 

Den balk beschouwe men als vastgeklemd tegen het kalf 
van de deur. 

De dwarskracht mag worden verwaarloosd. 

[De balk, T No. 20, [=2159 cM*‚, F‚,=334 cM°, steekt 
2 M buiten den muur uit en draagt 4000 KG. Boven het 
belaste punt zijn 2 stangen bevestigd (p—= 4”, Ff, =3cM3), 
die schuin omhoog loopen naar 2 punten, die 2 M boven 
den balk liggen, en een afstand van 4 M hebben] 

5. Men berekene het vereischte traagheidsmoment voor 
den drukring bij constructie a voor 1,5-voudige zekerheid 
tegen inbuiling en de vereischte plaatdikte voor de kim- 
platen bij constructie b, indien 900 KG spanning per cM°? 
wordt toegelaten en de grootste schuifspanning maatgevend 
voor het breukgevaar geacht wordt. 

(De omschrijving der figuur is te omslachtig.) 


1) De figuren zijn weggelaten, doch zooveel mogelijk omschreven. 


ju: 


4, Een locomotief, welke vóór, na en gedurende de 
botsing een drijfkracht van 1000 KG ontwikkelt en 16000 
KG weegt, botst met Ll M per seconde snelheid tegen een 
beladen wagen met 20000 KG totaal gewicht. De buffer- 
veeren van locomotief en wagen vertoonen elk 10 cM 
indrukking voor 2500 KG belasting per veer. Gevraagd 
wordt, welke kracht er bij de grootste indrukking op werkt. 

D. Voor een sterk gebogen kanaalijzer No. 28 is bij be- 
lasting door zuivere buiging de grootste materiaalspanning 
in de bocht ongeveer 50 °/, hooger dan in de rechte ge- 
deelten. Hoe kan men dat berekenen? Voldoende is een 
formule te geven, waarmede door substitutie der afmetingen 
de spanning te berekenen is. 

(Hoogte 280, afstand neutrale lijn tot uiterste vezels 67,4 
ORO 0 SCM me We 65 CMS "Straals der bocht 
R=100. Lijf aan buitenzijde.) 

6. Men vraagt, welke steek voor de nagels genomen 
moet worden, indien ter plaatse van de grootste dwars- 
kracht niet meer dan 600 KG spanning per eM? van de 
nageldoorsnede wordt toegelaten. 

( T-balk, No. 19, I—=1759 cM*, versterkt door platen 
100 Xx 10 op de flenzen, die met @ klinknagels zijn beves- 
tigd. De balk is belast met 1000 KG per M. Afstand 
steunpunten 8 M) . 

{. Een houten balk (E, — 100000 KG/eM*) werd te zwak 


geoordeeld ; men meende hem te versterken door er aan 
weerszijden plaatijzer van 2 mM dikte (E =2 Xx 10° KG/eM?) 
tegen aan te brengen. De toe te laten spanning voor hout 
bedraagt 100 KG/ecM*; voor ijzer 1000 KG/eM®. In welke 
mate werd de balk door de versterking verzwakt ? 

(Afmetingen balk 200 Xx 120, de platen 200 X 2 X....) 

8. De spanningen in een rechthoekige doorsnede 15 X 25 ° 
cM? moeten evenwicht maken met een kracht van 100 KG, 
die werkt volgens een lijn, in een hoekpunt van de door- 
snede loodrecht op het vlak er van staande. Hoe groot 
zijn de normaalspanningen in de vier hoekpunten der 
doorsnede ? 
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TECHNISCHE HOOGESCHOOL. 


Propaedeutische Examens, na de zomervacantie. 1909. 


Stelkunde. 

Te Derreeks 
r 4teptr (are)Late) pr) @pars) 

ebde qr! Abe) RbH 0) qd MICE 
(at e)2a te) (Bare) par)ptr)Eptr) on. 
(Dd) Bb) (Bb He)" (q FP) Lg ADB tn) 

is convergent: 

1. wanneer ap <bgq; 
HI. wanneer ap =bq en ar + pc — he — qe +bq <0. 
Bewijs dit. 
Alle letters stellen positieve getallen voor. 
2. Bewijs dat 


sa ent 1 1 

ke sl jee heg 1 1 
1 eid =abed (1 + atptetg): 
1 1 Pen 


5. Gevraagd de vergelijking 
tr 2 =0 
rechtstreeks op te lossen. 


Differentiaal- en Integraalrekening. 
1. Substitueer 


in den vorm 


2. Welk punt van de lijn 
n—dy dz th=0 
in Oke dol) 
ligt het dichtst bij den oorsprong der coördinaten ? 
Het assenstelsel is rechthoekig. | 
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3. Integreer de differentiaalvergelijking 
d° y nt 

STe st y=sin «sin 2z. 
4, Bereken den inhoud van het lichaam, dat bij een 
rechthoekig assenstelsel begrensd wordt door de opper- 


vlakken (we —3) + (y—4) = 
Ly 
gd 
„ 


Analytische Meetkunde, voor CI, W. 1, Scheepsb. 1, E. I. 


1. P is een punt op eene ellips, waarvan F,‚ en F, de 
brandpunten zijn. H is het snijpunt der hoogtelijnen van 
Ars Es, 

Te bewijzen, dat de meetkundige plaats der hoogtepunten 
H eene vierdegraads-kromme is, waarvan F,‚ en F, knoop- 
punten zijn. 

2. Van een vast punt P zijn de coördinaten (O, 1, 0); 
van een punt Q zijn de coördinaten [A, 0, A (1 + A2]. 

Bepaal de vergelijkingen der lijn PQ en der gemeen- 
schappelijke loodlijn van PQ, en de Z-as. 

Bepaal de vergelijkingen der beide oppervlakken, welke 
door PQ en door die gemeenschappelijke loodlijn beschre- 
ven worden, als A variëert. 

Din het vlak 2=0: liet de cirkel 

gij? 16, 

Deze cirkel is de richtkromme voor een cylinder, waarvan 
de beschrijvenden gelijke hoeken maken met de positieve 
richtingen der coördinaatassen, en tevens voor een kegel, 
waarvan de top tot coördinaten heeft (5, 5, 3). 

a. Bepaal de vergelijkingen van cylinder en kegel, 

b. De doorsnijding van kegel en cylinder bestaat uit den 
gegeven cirkel en nog eene kegelsnede. Gevraagd wordt 
van deze kegelsnede te bepalen 1°. het vlak, 2°, den aard, 
39, de grootte der assen. 


Analytische Meetkunde, voor B.l, Scheik. 1, M. I. 


1. PF, en PF, zijn de brandpunten van eene ellips, A, 
en Á, zijn de uiteinden der groote, B, en B, die der 
kleine as. 
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Door de punten A,‚, A; en B, wordt een cirkel gebracht, 
door de punten F‚,F, en B, een tweede. cirkel. 

Bewijs, dat het verschil der stralen dezer beide cirkels 
BrBssis. 

2. 1°, Bepaal de vergelijking van de hyperbool, die de 
X-as en de lijn &y=0 tot asymptoten heeft en door 
het punt Q (A, 1) gaat. 

29, Bepaal de vergelijking der raaklijn in Q, aan deze 
hyperbool. Toon aan dat deze raaklijn door een vast punt 
R blijft gaan, als A varieert; bepaal de coördinaten van R. 

3. Van een kromme is de vergelijking: 

144? + 120ry + 254? H- 1302 — 312y + 1014 = 0. 

Gevraagd door andere keuze van rechthoekige assen de 
vergelijking dezer kromme in hare eenvoudigste gedaante 
te brengen. 

Bepaal den tangens van den hoek, dien de nieuwe X-as 
met de oude maakt, en de coördinaten van den nieuwen 
oorsprong ten opzichte der oude assen. 


Analyse voor Bouwkundigen, Technologen en Miüjningendeurs. 


1. Bereken de maximum- en minimum-waarden, welke 

kunnen worden bereikt door de functie 
5 EEE St (bg tg 0) 

en onderzoek van elke verkregen waarde of ze een maxi- 
mum dan wel een minimum is. 

2, Te integreeren 

da? +4 3 
(HL) (w? +4 +5) 
Toon door differentiatie;de juistheid van het antwoord aan, 
5. Bereken het oppervlak, begrepen tusschen de kromme 
2ry?* — ay? Jb? —2ab? =0 

en hare asymptoot evenwijdig aan de Y-as. 


Beschrijvende Meetkunde. 


1. Centrale Projectie. Neem vier onderling kruisende 
rechten aan: a, b, cen l en op elke der eerste drie een 
punt, resp. Á, B, C. 

Bepaal het snijpunt der rechte / met het vlak ABC, 
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IT. Scheeve Projectie. De as van een omwentelingseylinder 
snijdt het horizontale vlak in A op 12 cM. voor de as 
van projectie, het verticale vlak in B, 10 eM. rechts van A 
en op eene hoogte van 12 eM. boven de as van projectie. 
De straal van den cylinder is 5 cM. 

Projecteer het tusschen de projectievlakken gelegen deel 
van den cylinder scheef op het verticale vlak als tafereel. 
Richting der projecteerende stralen: de verticale projectie 
maakt boven de as een naar rechts geopenden hoek van 
90°: de horizontale projectie maakt onder de as een naar 
rechts geopenden hoek van 45°. 

HIL Rechthoekige Projectie. Gegeven zijn: 

le. Een torus. Het middelpunt M van dezen torus ligt 
in het horizontale vlak 10 eM. voor de as van projectie; 
de as / van den torus snijdt de as van projectie 10 eM. rechts 
van de verticale projectie M” van M. Het middelpunt N 
van een der cirkels, volgens welke de torus het horizontale 
vlak snijdt, ligt op 8 cM. van M, de straal van zulk een cirkel 
is 5 eM. 

2e. Eene hyperboloïde, bepaald door de richtlijnen a, , a» 
en as. De rechte a, ligt in het verticale vlak, ze snijdt op 20 
eM. links van M” de as van projectie;in een punt A en op 10 
eM. boven M”/ de loodlijn, in M” op de as van projectie opge- 
richt, in een punt B. Het horizontaal projecteerend vlak der 
rechte a, staat loodrecht op l; a, snijdt het verticale vlak 
4 cM. links van M”B op 12 eM. hoogte boven de as van 
projectie, hare verticale projectie snijdt de as van projectie 
4 eM. rechts van M”. De rechte a; ligt in het horizontale 
vlak loodrecht op de as van projectie en 9 cM. rechts 
van M”. 

Gevraagd worden : 

a. de punten der doorsnede van torus en hyperboloïde, 
gelegen in het horizontaal projecteerende vlak van a,; 

b. de raaklijn aan deze doorsnede in een dezer punten 
en wel in het punt, dat het dichtst bij het verticale vlak is 
gelegen. 


Natuurkunde. Algemeene cursus, 1ste deel. 


1. Een reservoir A is door een horizontale buis a verbonden 
met een reservoir B, waarin twee andere horizontale buizen 
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ben c uitkomen, die aan de andere zijden open zijn. De buizen 
a, b en c zijn lang 2,0, 1,5 en 0,8 meter, en hebben een inwen- 
dige middellijn van 2,4, 1,6 en 2,0 mm. Het reservoir B en 
de buizen zijn geheel gevuld met een vloeistof, die uit b 
en c uitstroomt, terwijl in A een constanten overdruk, boven 
den druk van de buitenlucht, van 0,2 atm. wordt onder- 
houden. Indien de door a per sec. doorstroomende hoeveel- 
heid 4 ecm° bedraagt, en de wet van POISEUILLE voor de 
drie buizen geldig is, vraagt men te berekenen: 

1) den druk in het reservoir B; 

9) de door b en c elk afzonderlijk uitstroomende hoe- 
veelheden ; 

8) het arbeidsvermogen, dat in de buis a per sec in warmte 
wordt omgezet. 1 atm, =lke/cm?, g —= 981 cm/seos 

2. Geef een beschrijving, toegelicht door een grafische 
voorstelling, van wat er geschiedt bij het afkoelen van 
een zoutoplossing. (Verzadigingslijn, vriespuntlijn, kryohy- 
dratisch punt.) 

5. Teeken in een p-7' diagram de krommen, die het even- 
wicht aangeven tusschen de dampvormige, vloeibare en 
vaste toestanden van een stof (water) en verklaar de be- 
teekenis van deze lijnen. 


Pechnische warmteleer. 


1. Uit de eerste en de tweede wet der mechanische 
warmtetheorie af te leiden de betrekking 


Oan ee 
GE) (Gr): 
welke geldt voor een vast lichaam in den vorm van een 
draad (of staaf), als n voorstelt de entropie, / de lengte en 
T de abs. temperatuur er van, terwijl P aangeeft een uit- 
wendige kracht, waardoor de draad wordt uitgerekt. Deze 
vergelijking toe te passen op het volgende. 

Een staaldraad wordt bij 20° C. omkeerbaar isothermisch 
uitgerekt; de uitrekkende kracht neemt daarbij toe met 20 
kg. Gevraagd, hoeveel warmte (in gr-cal) per meter lengte 
van den draad bij deze uitrekking moet worden toegevoerd. 

De lineaire uitzettingscoëfficiënt van den draad — 0,000012, 
E = 421 kgm/kg-cal. 
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